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ces entretiens, et de leur travail commun est résulté 
ce petit livre, que je les ai engagés à publier, espé- 
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élèves de nos lycées. 

Je me suis servi des beaux travaux de MM. Pon- 
celet et Chasles, qui ont donné un si grand déve- 
loppement à cette branche de la science. J'ai eu 
aussi fréquemment recours à l'excellent ouvrage pu- 
blié par M. Salmou sur le même sujet. 
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ont fait ce volume, sont MM. André, Desmons, Por- 
chon, Puget et Reymond. Je dois citer d'une ma- 
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de ses camarades et qui a bien voulu veiller à l'im- 
pression. 

BRIOT. 
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RAPPORT ANHARMONIQUE DE QUATRE POINTS EN LIGNE DROITE. 

1. — On appelle rapport anharmonique de quatre points en 
ligne droite 9 le quotient du rapport des distances de deux 
quelconques de ces points au troisième, divisé par le rapport 
des distances de ces deux mêmes points au quatrième. Ces dis- 
tances sont comptées à partir des premiers points et affectées 
du signe + ou du signe — suivant leur sens. 

Soient a, 6, c, d (fig. i) quatre 
« l c 3 points en ligne droite, le rapport 

Fig. 1. 

ac m ad 

bc : Vd 

I 
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est un rapport anharmonique ; il en est de même des rapports 

ad m ab 
cd Z cb 9 
ab m ac 
db : Jc y 

et des rapports inverses des trois précédents. 

Il faut remarquer, dans l'expression de la distance de deux 
points, que l'interversion des lettres indique un changement 
de sens et correspond à un changement de signe. Ainsi 

cb = — bc. 

2. — Quand on connaît un des rapports anharmoniques de 
quatre points, on en peut déduire les deux autres. En effet, 
soient u, v, te, ces trois rapports, si on les exprime au moyen 
des trois longueurs 

ab=p 9 ac = q, ad = r 9 
on trouve 

(r—q)p' 

p(q — r) 
(p—r)q 

et si, partant de l'expression de u, on calcule 1 — u, on arrive à 

i 

i— u= -, 

V 

ce qui donne 

i 
t> = — 



i-u 9 



résultat d'où l'on déduit, par permutation, 

i 

w = , 

1 — V 

1 



1 — w 
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Ces trois formules montrent que la connaissance d'un des rap- 
ports u, t>, te entraîne celle des deux autres, et il en résulte 
que, si deux systèmes de quatre points, situés sur deux lignes 
droites, ont un de leurs rapports anharmoniques commun, ils 
ont tous les autres également communs. 

3. — Si l'un des quatre points s'éloigne indéfiniment, chaque 
rapport anharmonique se réduit au rapport des distances de 
deux des autres points au troisième, et l'on a 

ac cb ab 

oc ab ac 

4. — Jusqu'ici l'on n'a considéré que des droites et des 
points réels; mais il est utile d'étendre ce qui précède aux 
droites et aux points imaginaires. 

On sait qu'à deux valeurs réelles des coordonnées & et y cor- 
respond un point réel ; par analogie, on dit qu'à deux valeurs 
imaginaires de ces coordonnées, correspond un point imagi- 
naire; et l'on appelle points imaginaires conjugués, ceux dont 
les abscisses, ainsi que les ordonnées, sont des quantités ima- 
ginaires conjuguées. 

Une équation du premier degré 

Aj?-f-%+C=o, 

à coefficients réels, est vérifiée parles coordonnées d'une infinité 
de points réels, dont le lieu est une droite ; mais elle est aussi 
vérifiée par une infinité de Systèmes de valeurs imaginaires de x 
et de y, et, si l'on attribue à x deux valeurs imaginaires conju- 
guées, les deux valeurs correspondantes de y sont aussi conju^- 
guées. On dit, en conséquence, que cette équation représente 
une droite réelle, et que cette droite contient une infinité de 
points imaginaires conjugués deux à deux. 

Par analogie, on dit qu'une équation du premier degré, à 
coefficients imaginaires, représente une droite imaginaire. U est 
à remarquer qu'une telle droite passe par un point réel. Soit, 
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en effet, 

(A' + A'ï)x+(B'+B"0y+(C+C"0=o, 
ou 

(k'x + B'y + C) + i{k"x + W'y + C") = o f 

l'équation d'une droite imaginaire. Cette équation est vérifiée 
par les coordonnées du point d'intersection des deux droites 
réelles 

A^ + B'y + C^o. 

5. — Sur une droite réelle, on distingue deux directions; 
on peut faire la même distinction pour les droites imaginaires. 

Soit 

Aar + By + C = o, 

l'équation d'une droite, a? , y les coordonnées d'un point de 
cette droite, on a 

A(£ — * ) + B(îf — y ) — o, 
ou bien 

a T~' 

et l'on peut supposer a* + 6* = 1 ; car, si cette égalité n'avait 
pas lieu, il suffirait, pour l'obtenir, de diviser a et b par un 
même facteur. Or, dans le cas d'une droite réelle, a et 6 sont 
les cosinus des angles de la droite avec les axes coordonnés, 
et ces cosinus changent de signe avec la direction que l'on 
considère, de telle sorte que les deux systèmes de valeurs a et 6, 
— a et — 6 , déterminent les deux directions de la droite. Pour 
les droites imaginaires, on dira de même que a et b déter- 
minent l'une des directions, et que — a et — 6 déterminent 
l'autre. 

6, — On sait que, dans le cas d'une droite réelle, si a et b 
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sont pris avec les signes qui conviennent à la direction suivant 

laquelle se compte la distance p , t du point 

avec son signe, est donnée par la formule 



v 




PoM = 
Fig. 2. 



X t — X 



_&— y« 



Il en sera de même pour la distance de deux points imagi- 
naires appartenant à une droite réelle ou imaginaire, et il est 
évident que cette expression peut être prise pour définition de 
cette distance. On tirerait bien, de la formule précédente 



Po 



m— ± ^(*i— *o)*+(yi— y%)*> 



comme dans le cas de deux points réels; mais cette seconde 
expression a le désavantage de ne pas donner le signe de p #M . 

Les longueurs imaginaires s'ajoutent et se retranchent comme 
les longueurs réelles ; ainsi 

Pwi — PûM + PtV 

Cela résulte immédiatement des expressions 



a 



Po>t z — j— 9 



_x t —x i _y i —y 



t 



pi.. - 5— . 



_ x t — x t _ yr-y, 

Po,1 ~ a ~ 6 ' 



7. — La distance de deux points imaginaires étant définie 
ainsi en grandeur et en signe, les rapports anharmoniques de 
quatre points imaginaires en ligne droite se peuvent définir 
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wiame eeux ilç quatre pointa réels , et Ton voit que 

Pl>8 Pl>5 

.„ Po>* . Po?i 

Pî>» p**l 

,., Pom . Po>t 

PsM Ps'î 

sont lès rapporta anharmoniques des quatre points x et y , 
a? t éty t , a? t et y,, # f et y s . 

La relatipn t? == , se démontrerait de la même façon 

que pour des points réels, 

RAPPORT ANHARMONIQUE D'UN FAISCEAU DE QUATRE DROITES 

PASSANT PAR UN MÊME POINT. 

8. — Soient OA , OB , OC , OD (fig. 3) , un système de quatre 

droites issues d'un même point 0. Cou- 
pons-les par une sécante a, 6, c, d. Il est 
facile de voir que le rapport anharmonique 

ac ad 
bc m bd' 

Fig. 3. 

est constant, c'est-à-dire indépendant de la position de la sé- 
cante. 

Pour le démontrer, menons Oh perpendiculaire à ab ; puisque 
chacune des expressions acxOk, OaxOcxsin AOC, repré- 
sente le double de Faire du triangle aOc, on a 




d'où 



ocxOA = Oa X Ocx sin AOC, 



OaxOcXsin AOC 

ac = : , 
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De cette expression, et de celles qu'on en déduit pour 6c, ad, 
6d, on tire 

ac m ad_ Oa.Qc.Ob.Od sin AOC m sin AOD 
bc l M ~ Ob.Oc.Oa.Od * sin BOC : sin BOD' 
ou 

ac ad sin AOC sin AOD 



bc - bd — sin BOC ' sin BOD' 



ce qui démontre la proposition. 
Ce rapport 



ou 





ac m 

Te : 


ad 
M' 




sin 


AOC 


sin 


ÀOD 


sin 


BOC 


* sin 


BOD 



est l'un des trois rapports anharmoîiiques du faisceau. 

Dans l'expression de ce rapport les angles sont pris avec le 
signe + ou le signe — suivant le sens dans lequel ils sont 
comptés. 

9. — Proposons-nous maintenant de trouver l'expression 
analytique de ces rapports, lorsque les droites sont données par 
leurs équations. 

Soient 

A = o, 
B= o, 

les équations des deux premières droites ; on peut mettre celles 
des deux autres sous la forme 

A— AB = o, 
A — #8=0. 

Mais l'équation d'une droite peut toujours s'écrire 

<M? + ty — passo, 
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a et h satisfaisant à la condition 
et alors le premier membre 

ax -\-by — p = a 

est la distance du point x 9 y du plan à cette droite , distance 
prise avec le signe — ou le signe + suivant que le point et 
l'origine sont du même côté ou bien de part et d'autre de la 
droite. 
Soient donc 

B = n?. 

Considérons un point M, {%,y), de la droite OC, et abaissons 

de ce point une perpendiculaire MP sur OA, 
et une perpendiculaire MQ sur OB, on aura 





^M 


0* 


MP = a, 


v\ 


C^ 




MQ = p; 


\ ^ 




■ 




Kg. 


4. 


et comme 








MP 
MQ~ 


sinAOC 
sinBOC 



on en conclura 



sinAOC a An 



sinBOC p Bm* 
Mais le point M appartenant à la ligne OC , on a 



d'où 





A_ 


*; 




sin 
sin 


AOC 
BOC 


= A 


n 
m* 
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On arriverait de même à l'égalité 

sin AOD y n 

sinBOD~" m' 

et il en résulte que le rapport anharmonique cherché est égal à 



10. — Si 

a = o 



y 



sont les équations de deux droites passant par le point 0, mais 
n'appartenant pas au faisceau, les équations des droites du 
faisceau sont de la forme 

a — k$ = o , 
* — * s P = o, 
a — À\$==o. 



Or, si nous posons 



a — - *oP = °f> 

« — *,?=: fc 



ce qui donne 



p = — ^, 

k t — k Q 
les équations des deux dernières droites deviennent 

h k 

k — k 
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et alors les quatre droites du faisceau ont des équations de la 
forme 

A = o, 

B = o % 
A — *B = o, 
A — #8 = 0. 

Il en résulte que nous pouvons appliquer le résultat trouvé 
précédemment (n° 8) pour obtenir l'expression du rapport 
anharmonique. Nous trouvons ainsi que ce rapport est 

11. — Tout ce qui précède suppose le faisceau composé de 
droites réelles ; voici une démonstration plus générale qui s'ap- 
plique aux faisceaux imaginaires. 

Prenons pour origine le point 0, ce qui signifie , si ce point est 
imaginaire, que Ton pose x = x + x\ y = y + y'* et qu'on 
substitue les valeurs qu'on vient d'écrire dans les équations des 
quatre droites. 

Soient alors 

ou 

l'équation de la première droite, et 

x _ y 



-*, 




< 


X 


== 


y 


X 


= 


y 
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les équations des autres droites, On peut y supposer 

aS + b.* = ** + b* = ** + b*=a* + i*=u 
Cela fait , soit 

mx -f- ny — p = o 

une équation dont les coefficients m et n satisfont à la rela- 
tion m* + n * = l » e t qui représente une sécante coupant les 
droites du faisceau aux points x 9 et y , x t et y t , x % et y t , #, 
et y y Si l'on désigne par I lf ï f , J, les distances respectives de 
ces points au point 0, on a 

_£o &_/ 

-£i_--2l — 7 



x 



s 



-2»-/. 



— A, a, 

et si l'on cherche l'expression de la distance p # , f du point x Q ,y { 
au point x t ;y t , on trouve 

_ a t — ar„ _ y,—y t _ (y,— y,) g,— fo— x )y 



ou bien 






On trouverait de même 



_ (« A— *,«,)/,*, 
P», 

P..,— - — : 

Pu»- - • 
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De ces expressions, on déduit que le rapport Enharmonique 
cherché est 

a * b * — à a t : a 6 8 — b a t 
a A — à t a t " afa *— b t a^ 

On voit que cette valeur est indépendante de la position de 
la sécante, et que, lorsque toutes les droites sont réelles, elle 
n'est autre chose que 

sin AOC m sin AOD 
sin BOC : sin BOD' 

12. — Dans le cas d'un faisceau réel, nous avons trouvé que 
le rapport anharmonique est égal à |, lorsque les quatre droites 
ont pour équations 

A •= o, 

B = o, 
A — AB = o, 
À~A'B = o. 

On trouve la même expression dans le cas d'un faisceau 
imaginaire. Soient, en effet, 

* = <* ù x + b y — p =o, 

P = *i* + »iy — />! = <>, 
* — kî = [a ê — kà l )x + {b 9 — kb i )ir—(p ê --kp l ) = o 9 

les équations des droites. 

En transportant l'origine au point de concours de ces droites, 
on ne change pas les coefficients de x et de y dans leurs équa- 
tions; par conséquent, l'expression du rapport anharmonique 
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du faisceau est, d'après ce qui précède (n* 1 1), 

expression qui, par la suppression des facteurs communs aux 
deux termes de chaque rapport , se réduit à 



V 



L'expression 






k 
se déduisant de la précédente r>, dans le cas d'un faisceau 

réel, par des calculs purement algébriques, s'étend, sans mo- 
dification, au cas d'un faisceau imaginaire. 

PROPORTION HARMONIQUE. 



13. — Lorsque l'un des rapports anharmoniques de quatre 
points en ligne droite est égal à — 1 , les deux autres sont 

égaux à - et à 2 ; les trois inverses sont égaux aux précé- 
dents. Dans ce cas , on dit que les quatre points forment un sys- 
tème harmonique. 

Ainsi les quatre points a, 6, c, d (fig. 5) forment un système 

harmonique si l'on a 



• ♦>. 



oc b a 

ac ad 

Fig. 5. _ • — = — i # 

bc - bd 



Les deux points c et d sont dits conjugués harmoniques par 
rapport aux deux points a et b* 
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Les deux points e et d divisent la droite ab dans le même rap- 
port, car on a 

ac ùd 

Tb~Td m 

Réciproquement, lorsque deux points c et d divisent une 
droite ab dans le même rapport, ces deux points sont conjugués 
harmoniques par rapport aux extrémités a et 6 de cette droite. 

Il est évident que si le point d s'éloigne à l'infini, le point c 
tend vers le milieu o de la droite ab. 

14. — La moitié d'une droite est moyenne proportionnelle 
entre les distances du milieu de cette droite à deux points qui 
forment avec ses extrémités un système harmonique. 

En effet, de l'égalité 



on déduit 



et , par suite , 



ou bien 



ce qui donne enfin 



ac ' 
7b' 


ad 
~ bd' 


ac 
âd 


cb 
~bd' 


ac + cb 
ad + bd' 


ac — cb 
"ad — bd* 


10b 
*od ' 


* 

10C 

~x>b' 


7b* = 


ocxodi 



Réciproquement i si deux points o et d dé la droite ab sont tels 
que ob 2 = ocxod, ces points sont conjugués harmoniques 
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par rapport aux points a et b. Il suffit , pour le démontrer, de 
reprendre, en ordre inverse, les égalités qui précèdent. 

15, — Dans la proportion harmonique 



ou 





ac 
cb~ 


ad 


ac 


<M = 


= cb . ad, 



introduisons les distances du point a aux trois autres; nous 
trouvons 

ac.(ad — ab) = (àb — ac) ad 
ou 

zae.ad = ab {ab -J- ad) , 

ce qui donne, en divisant par ab.ac.ad, 

- = - + -. 
ab uc ad 

Cette égalité permet de calculer une des trois distances ab, 
ac i ad, lorsqu'on connaît les deux autres. 

16. — Quand, dans un faisceau de quatre droites issues d'un 
même point, l'un des rapports anharmoniques est égal à — 1, 
on dit que le faisceau est un faisceau harmonique. 

Si, par exemple, dans le faisceau des droites OÀ, OB, OC, OD 
o (fig. 6) , on a 



sinAOC _ sinAOD 

sinBOG""sinBOD"" lf 



Fig . 6 . ce faisceau est un faisceau harmonique. 

Il résulte de cette définition qu'un tel faisceau détermine, sur 
une sécante quelconque, un système de quatre points* a, &, c, d, 
en proportion harmonique. 
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17. — Soient 

a = o, 

p = o, 

les équations des droites OA, OB; celles des droites OC, OD sont 
delaforme 

a— AP=o, 
a— #p = o, 

et le rapport anharmonique du faisceau a pour expression 

(n°9), 

k 

Si l'on suppose que les quatre droites forment un faisceau 
harmonique, on a 

k_ 
k! 






et, par conséquent, les droites OC, OD ont pour équations 

a— Ap = o, 
a — &p = o. 

Ces deux droites ÔC, OD qui déterminent sur une sécante 
quelconque deux points c, d, conjugués harmoniques des points 
a, 6, sont dites pour cette raison conjuguées harmoniques par 
rapport aux droites OA, OB. 

Les équations des droites^pC , OD montrent que si Tune de 
ces droites est bissectrice de l'angle AOB, l'autre est bissectrice 
de l'angle supplémentaire, et fait par suite un angle droit aveu 
la première. 

Théorème I. 

18. — Chaque diagonale d'un quadrilatère complet est divisée 
harmoniquement par les deux autres* 
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On appelle quadrilatère complet un système de quatre droites 
indéfinies, qui se coupent. 

Le quadrilatère Complet formé par les droites 06, oi,, ad, bc 

(fig. 7), a pour diagonales les trois lignes 
oft, ac, bd. Il s'agit de démontrer que les 
points h et g, où la diagonale bd est 
coupée par les deux autres, sont conju- 
gués harmoniques par rapport aux points 
b et d, ou que les quatre droites 06, oh, od, 
og forment un faisceau harmonique. 




Fig. 7. 

Soient 



* = G> P=0, T= :0 > 



les équations des droites 06, oc, ac ; et 

l'équation de la droite bd. 

L'équation de la droite og, qui passe par le point b, intersec- 
tion des droites ob et od, et par le point g, intersection des 
droites ac et bd; est évidemment 



0) 



« + m[p =* ô. 



Pour trouver l'équation de la droite oh, remarquons que cette 
droite passe par le point k, intersection des droites ad et 6c, qui 
ont pour équations 

a + »T==o et mp-j-nY=o. 

Ces dernières équations, retranchées membre à membre, 
donnent l'équation 



«•— fwB = 



qui représente une droite passant par le point Jfc et aussi par le 
point ; c'est donc l'équation de la droite oh. 

S 



1S 



pvai i» — ch^p, i. 




Les équations (1) et (s) représentent des droites conjuguées 
harmoniques par rapport aux droites çb et çd. Donc les points h 
et g sont conjugués harmoniques par rapport aux points b et d. 

19. — Il résulte du théorème précédent un procédé géomé- 
trique simple pour construire le conjugué harmonique d'un 
point donné c par rapport à deux autres points donnés a et 6, 

On joint les points a , c , 6 à un point quelconque (fig. 8) ; 

on prend sur oc un point quel- 
conque e ; on mène la droite ae 
qui coupe 06 en f, la droite be 
qui coupe oa en g : le point d, 
a c d où la droite g/rencontre la droite 

Fig. 8 . a&> est le point cherché. 

En effet , la droite ab est une diagonale du quadrilatère com- 
plet agofbe, et, par conséquent, elle est divisée harmoniquement 
par les deux autres diagonales, oc, gd. 

20. — Si Ton remarque que les droites oc, af, bg sont trois 
droites menées par les sommets du triangle aob et se coupant en 
un même point 0, on est conduit, par ce qui précède, aux théo- 
rèmes suivants : • 

i° Si Ton remplace Vun des points c, /, gr, par exemple c, 

h par son conjugué d, les trois points d, f, 
g sont en ligne droite (fig. 9) . 

2 Si l'on remplace dans des points c, /*, 
g, par exemple c et g, par leurs conjugués 
harmoniques, d et ft, les droites qui joi- 
gnent les trois points /, d, h aux trois 
sommets du triangle se rencontrent en un 
même point fc. 
Soient , en effet , 




Fig. 9. . 



les équations des trois côtés ab, aq et bo 
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du triangle ; les droites af, oc, bg seront représentées par le sys- 
tème d'équations 

« 

équations dans lesquelles a, 6, c sont des paramétres arbitraire^, 
et les droites af 9 od, et bh, par le système d'équations 

système qui montre que ces droites se coupent en un même 
point. 

3* Si Ton remplace les trois points c, f, g par leurs conju- 
gués harmoniques <f , I, A, ces trois points «ont en ligne droite. 

Gela résulte immédiatement des deux théorèmes précédents. 

SYSTÈMES HOMOGRAPHIQCE8 ET IW0U3T10N. 

21. — Considérons deux droites A, A' (fig. 10) et, sur ces 

droites , deux systèmes de points, a, 6, c, ...» 
a\ 6', c\ ...; si quatre points quelconques de 
l'un des systèmes ont mêmes rapports anharmo- 
niques que les quatre points correspondants de 
l'autre, les deux systèmes sont dits homographie 
ques. 

Si Ton prend un système de points sur la pre- 
mière droite, et qu'on prenne, sur la seconde, 
Fig.io. trois points quelconques pour points correspon- 
dants à trois points de la première, on peut déterminer, sur la 
seconde droite , un point correspondant à un point quelconque 
de la première et formant, avec les trois points déjà choisis, 
un système homographique. 

Soient, en effet, a\ b\ c' les troia points de A' qu'on a pris à 
volonté pour correspondre aux points a, 6, c de A (fig. n). Par 
un déplacement de la droite A', amenons le point a* sur le point a * 
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et, cela fait, menons les droites 66', ed* qui se coupent au 

point o. On déterminera sur À' le 
point correspondant d'un point quel- 
conque d de À en joignant o et d par 
une droite. Le point d' où la droite 
od coupe À est le point cherché; 
Pig. il. car les quatre points a\ 6', </, (f, 

ont mêmes rapports anharmoniques que les quatre points 
a, 6, e, d. 

22. — Si deux droites , sur lesquelles sont situes deux sys- 
tèmes de points homographiques, s'appliquent l'une sur l'autre, 
on aura, sur une même droite, deux systèmes de points homo- 
graphiques. Gela étant, si deux points, a et a', sont conjugués 
réciproques, c'est-à-dire si a, point du premier système, a pour 
correspondant a 1 dans le second, et que, réciproquement, le 
point a' du premier système ait pour correspondant le point a 
du second , tous les points de la droite sopt deux à deux conju- 
gués réciproques , et le système est dit en involution. 

Si les points correspondants a et a' des deux systèmes ho- 
mographiques sont conjugués réciproques, il en est de même de 
deux autres points correspondants 6, 6'. En effet, considérons les 
quatre points a, a\ b et 6' du premier système, ils ont pour 
points correspondants, dans le second, a', a, V et 6,, et, puisque 
les deux systèmes sont Pornographiques, les quatre premiers 
points ont mêmes rapports anharmoniques que les quatre au- 
tres; donc 

ab é a6' _ aW m obi 
db l db'~~ aV : a6/ 



ou bien 



ab ub t 

db~db t % 



résultat qui montre que le point 6, se confond avec le point 6, 
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et, par. conséquent, que deux points correspondants quelcon- 
ques, 6 et 6\ sont conjugués réciproques. 

23. — Un système de points en involution est déterminé 
quand on se donne deux couples de points conjugués. 

Soient, eh effet, a, a\ 6, 6' les deux couples de points con- 
jugués donnés sur la droite A. 

Faisons tourner la droite A (fi g. 12) autour du point a, de 

F angle A a A', et faisons glis- 
ser la droite A sur elle-même 
jusqu'à ce que le point a' 
\ vienne en a. Alors a vien- 

dra en a,, 6 en 6 t , 6' en 6/ 
et Ton aura 




Fig. It. 



ea t = aa\ ajb t ass ai, 
a i V i =3 ab\ 



et les trois droites, a'a t , 6'6 t , 66',, se rencontreront en un 
même point 0. Si Ton mène une droite quelconque oc, le point 
c/ sera k point de la droite A' correspondant au point c, et le 
point c\ obtenu en prenant ad = ajt x , sera le conjugué du 
point c. Chaque sécante partant du point déterminera de 
même deux points conjugués du système en involution. Quand 
la droite oc devient parallèle à la droite A, le point c s'éloigne 
à l'infini, le point c 1 , vient en t, le point c' en t\ de telle sorte 
que le point t sera le point de A conjugué de l'infini. 

Ce point t, que l'on appelle centre d'involution, jouit de pro- 
priétés particulières que nous allons étudier. 

24. — Désignons par le signe 00 le point de la droite A situé 
à l'infini, et considérons les quatre points a, 6, t, qo; ils ont, 
pour points conjugués, a', 6', <*>, t, de sorte qu'on a 



m 



aoo 



àï 



6r b 



*'co- Vi* 
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eu bien , en remar quant que 



a or> ûqo 



m, 



m étant une constante. 

Donc le produit des distances du centre dévolution à deux 
points conjugués quelconques est constant. 

25,-— Il y a, parmi les points du système en involution, deux 
point» doubles* c'est-à-dire deux points qui se confondent avec 
Jefurs conjugués; ces points, g et fi, sont situés de part et d'autre 
et |i égalés distances du point i; on a 



& 



f==-{-yw2, fiî = — \Jm* 



On voit que ces deux points sont réels ou imaginaires, sui- 
vant que la constante m est positive ou négative. 
Si a et a' sont deux points conjugués quelconques, on à 



ai . aï 



m 



—.8 

gi • 



26. 



Le3 deux points a et aï sont donc conjugués harmoniques 
par rapport aux points doubles g et fi. 

ftéciproquement, en divisant harmoniquement , de plusieurs 
façons, une même droite, on forme un Système en involution 
ayant pour centre le milieu , et pour points doubles leë extré- 
mités de la droite. 

Pour donner un exemple d'un système de points en 

involution, considérons une série 
A de circonférences passant par 
deux pointe m et m' et une sé- 
cante quelconque À. 

Les points où la droite A coupe 

les circonférences forment un sys- 

Fig 13 tème en involution dont le centre 
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est le point d'intersection o de la droite À et de h droite mm 1 

(fig-i3). 
On a, en effet, 

oa . oa' = ob ,oV =zoc. o</ k = = om . om'. J 

Les points doubles sont les points de contact delà sécante A 
avec celles des circonférences considérées qui lui sont tangentes. 
Il est évident que ces points doubles sont réels lorsque le point o 
est extérieur à l'intervalle mm' 9 et imaginaires quand il est in- 
térieur. 

27. — Considérons maintenant deux faisceaux issus de deux 
points différents. Si les rapports anharmoniques de quatre 
droites du premier faisceau sont égaux aux rapports anharmo- 
niques des quatre droites correspondantes du second, ces deux 
faisceaux sont dits homographiques. 

Si les deux faisceaux de droites partant du même point , et 
que deux droites correspondantes soient conjuguées récipro- 
ques, il en est de même de toutes les autres couples de droites 
correspondantes , et le faisceau de toutes les droites est dit en 
involution. 

Un faisceau en involution est déterminé quand on donne deux 
couples de droites conjuguées ; car cela revient à donner deux 
couples de points conjugués réciproques sur une sécante quel- 
conque , ce qui détermine le système en involution formé par 
l'intersection du faisceau et de la sécante. 

Dans un faisceau en involution, il y a deux droites doubles, 
réelles ou imaginaires, c'est-à-dire deux droites qui se confon- 
dent avec leurs conjuguées; mais il n'y a rien qui corresponde 
au centre d'involution. 

28. — Soient, dans un faisceau en involution, 

« = o, P = o , 
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» 

les équations de deux droites conjuguées A et A'; 

a— ip=o, a— fc'p=o, 

les équations de deux autres droites conjuguées B et B'; et, 
enfin, 

les équations des droites C et G également conjuguées. 

Considérons les quatre droites A, A', B, G du premier sys- 
tème holographique; les droites correspondantes du second 
sont A', A, B', G' ; et, comme ces deux groupes de quatre droites 
ont mêmes rapports anharmoniques, on a 

i 

k ■ _ IF 

ç~ r 

ou bien 

kK=k x \K, = m y 

m étant une constante. 

C'est là un résultat tout à fait analogue à celui que nous 
avons trouvé (n° 24) dans le cas d'un système de points en in- 
volution. Ge résultat nous montre que les deux droites doubles 
ont pour équations 

et, par conséquent, qu'elles sont conjuguées harmoniques par 
rapport aux droites A et A 1 , c'est-à-dire par rapport à deux 
droites conjuguées réciproques quelconques. 

Réciproquement, deux droites conjuguées quelconques sont 
conjuguées harmoniques par rapport aux deux droites doubles. 
Il en résulte que si Ton représente par 

* = 0, ? = o , 
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les équations des^droites doubles, deux droites conjuguées quel- 
conques seront représentées par les équations 

a — Ap = o, a -j- fcp = o. 

29. — Les diamètres conjugués d'une courbe du second degré 
forcent un faisceau de droites en involution. Car, lorsque la 
courbe est rapportée à ses axes, deux diamètres conjugués 
quelconques , ont pour équations 

^ — fcr = o, y — A^x=a, 

les deu* constantes k et k vérifiant la relation 

b % 

où il faut prendre le signe — ou le signe -f suivant que la 
courbe est une ellipse ou une hyperbole. 

Ceci montre que lès deux droites doubles du faisceau sont 
imaginaires dans TelKpse, tandis que dans l'hyperbole elles sont 
réelles et se confondent avec les asymptotes. Dans le cas de cette 
dernière courbe, si Ton prend les asymptotes pour axes coor- 
donnés, deux diamètres conjugués quelconques seront repré- 
sentés (n° 28) par les équations 

y — fcr = a, y^kxzzzo. 

CENTRE DES DISTANCES PROPORTIONNELLES. 

30. On a vu, en géométrie analytique, que si deux points 

y A et B ont pour coordonnées xf et y\ x" et 

y", le point M, qui divise la distance AB 
(fig. 14) en deux segments AM et MB pro- 

portionnels aux nombres n et ni , à des 

Kg. i4. coordonnées, x et y, données par les for 



mules 



ro^-j-nx" *& + *&' 

X ss ■ ■ ■■-'-. V — - - 

. m -\~n ' wi + n 



£i Mj 
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Prenons un certain nombre de points, disposés d'une manière 

quelconque dans le plaû; soient À t , 

A t , A,, À* (fig. i5) ces points; x % et 

Mj y tt x t et y 2 , a? $ et y 8 , x n et y n leurs 

A coordonnées, m^m^ m 8 , m n des coeffi- 

__ cients qui leur sont affectés. 

Sur la droite A t A t , déterminons le 








Pig. 15. 

point M t de telle sorte que 



A t M t _ 
ce point aura pour coordonnées 



m. 



4 w^ + ro, ' m ï -\-m t * 

Maintenant» joignons M f A, et prenons te point M f tel que 

M A M» m t -f m % 
M,À 8 w 8 ' 

ce point aura pour coordonnées 

x' — m ' Xi + m%x * + m * x * t/ — m * y * + ^ "*" m * y * 

1 W i+ W S + m 3 ' ™i + ™ 8 + W, 

Si à présent on joignait M t A 4 * et qu'on prit M 8 tel que 

M»M 8 _ m t -f m t + m 9 



M, A, 



m. 



puis que l'on continuât de la même manière* on obtiendrait fina- 
lement un point M nM ayant pour coordonnées 

_ m x x x -f m t x t + m 8 s 8 + ... + i^s» 
"~ i ~~ fn i + m % + m z + ...m n 

> __ m i y i -f m^ + ... + m^y % 
V *' 1 m x +m, + ... + m w 
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C'est ce dernier point que Ton nomme centre de$ distances 
proportionnelles des points donnés. La forme des expressions de 
ses coordonnées montre que l'on arriverait au même point si Ton 
suivait un autre ordre en joignant les points donnés. 

Si tous les coefficients m 1 , m, , m, , m* sont égaux entre eux, 
les Valeurs de oi n ^ et j/ n-l deviennent 

v _ - *t +*> + "•+ ** ,/ _ y*-f yi + '«« + y» 

Dans ce cas particulier, le point M,^ prend le nom de centre 
des moyennes distances des pointa donnés. 

31. — Comme application de ce qui précède, considérons un 
a triangle ABC (fig, 1 6) dont les sommets sont 

affectés des coefficients m, n, p, et cher- 
chons le centre des distances proportion* 
nelles de ces trois sommets. 

Si nous prenons sur BC le point A' tel 
q ue = P ^ i e centre cherché sera sur AA'. Il sera de même 

sur BB\ si 1 on a ^rr = — ; et sur GC\ si 1 on a ^tk = — . Le 

jjA p Iid m 

centre étant sur chacune de ces lignes, celles-ci se coupent en 
un même point 0, qui est le centre cherché. 

Si l'on convient de compter, sur un même côté du triangle, 
les segments déterminés par les points A', B v , C, à partir des 
sommets A , B , C , et de les prendre avec le signe + on le si- 
gne — suivant leur sens, les rapports servant à déterminer A', 
B', C peuvent s'écrire 

2^!-l_£ £Ë— _™ — — _!L 

C\'~~~n' AB'~ p* BC'""" m 9 
et comme, en multipliant ces égalités membres à membres, 
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on a 



BA' . Cff. AO 
CA' . AB\ BC 






f 

on voit que : 

Si trois droites, partant des sommets d'un triangle, se ren- 
contrent en un mime point, elles déterminent, sur les côtés oppo- 
sés, six segments tels que le rapport du produit de trois d'entre 
eux non consécutifs au produit des trois autres est égal à —i. 

Il est facile de démontrer la réciproque de ce théorème, réci- 
proque qui peut s'énoncer ainsi : 

Théorème II. 



Si trois points, situés sur les côtés d'un triangle, sont tels que 

le rapport du produit de trois segments non consécutifs au produit 

dés trois autres soit égal à- — 1 , les droites gui joignent ces points 

aux sommets opposés se coupent en un mime point. 

32. — Dans le triangle ABC (fig. 1 7) , menons la droite CB', 

qui coupera le côté BC au point A',. 
Le point A' t étant le conjugué har- 
monique du point A' par rapport 
aux sommets B et G (n° 1 9) , on a 




BA' 
CA' 



BA\ 

CÂV 



BA' 



Si Ton porte cette valeur de 7777 dans l'égalité 



CA' 



BA'.CB'.AC 
CA'.AB'.BC 






on trouve 



BA' 1 .CB'.AC' _ 
CA't . AB'. BC 






ce qui démontre ce théorème : 
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Lorsqu'une sécante quelconque rencontre les trois côtés d'un 
triangle* elle détermine six segments tels que le produit de trois 
d'entre eux, non consécutifs, est égal au produit des trois autres. 

Il est facile de démontrer le théorème réciproque. 

Théerème m. 

Si trois points, situés sur les côtés d'un triangle , déterminent 
six segments tels que le produit de trois d'entre eux non consécu- 
tifs soit égal au produit des trois autres , ces trois points sont en 
ligne droite. 

Ce théorème est le fondement de la théorie des transversales. 



CHAPITRE II. 



Tliéorio des pôles et des polaires* 

33, — Considérons la courbe représentée par l'équation 

(i) f[*,V) = o, 

équation que nous supposerons algébrique, entière et du degré 
m. Nous savons que la tangente à cette courbe, au point dont 
les coordonnées sont x et y, a pour équation 

(X_*)/^ + (Y-y)/",= o, 
ou bien 

xr.+v f »-(*r.+*r.)=<>. 

Les coordonnées x et y du point de contact entrent au degré m 
dans cette équation ; mais il est possible de faire disparaître les 
termes du degré m* Remplaçons, en effet, dans l'équation (i), 

x par - , y par - et multiplions ensuite par sr ; le premier 

membre de cette équation deviendra un polynôme du degré m 
en x, y et z> et, comme ce polynôme sera homogène par rap- 
port à ces trois lettres, si nous les désignons par f{x, y, z) , 
nous aurons l'identité suivante : 

d'où 
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Or si nous remplaçons, dans cette seconde identité , x et y, 
par les coordonnées du point de contact, et * par l'unité, le 
premier membre se réduit à l'expression xf r x + y f' y telle qu'elle 
entre dans l'équation de la tangente, et le second membre, 
dont le premier terme s'annule, puisque le point de contact est 
sur la courbe, se réduit à la valeur que prend — zf s quand on 
y fait z = 1. Nous pouvons donc remplacer, dans l'équation de 
la tangente, xf x + y(\ par cette valeur de — zf*. Ce change- 
ment met l'équation de la tangente sous la forme 

et comme il faudra remplacer z par l'unité quand on aura cal- 
culé les dérivées partielles de f(x,y,z), si nous convenons de 
remplacer aussi Z par l'unité, nous pourrons écrire l'équation 
de la tangente sous la forme très-symétrique 

(2) X/' x + Y/", + Z/' a =o. 

34. — Considérons maintenant un point quelconque p, ayant 
pour coordonnées x t et y i et cherchons les tangentes qu'on peut 
mener de ce point à la courbe donnée. Celle de ces tangentes 
dont le point de contact aura pour coordonnées a? et y sera re- 
présentée par l'équation (2) ; or cette tangente passe par le 
point p; donc l'équation (2) sera satisfaite quand on y rèmpla* 
cera X par x t et Y par y t , ce qui donne la relation suivante : 

relation qu'on écrira sous la forme symétrique 

(3) *t/ r . + y.r. + *.r. = o, 

et dans laquelle on remplacera z et z x par l'unité. 

On voit par là que les coordonnées des points de contact sont 
déterminées par l'équation (3) jointe à l'équation (1) de la courbe. 
L'équation (3) étant du même degré m — 1 et l'équation (1) du 
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degré m , il y aura en général un nombre de points de contact, 
et par suite de tangentes, égal à m (m — 1). Le plus souvent 
quelques-unes de ces tangentes seront imaginaires. 

Lorsque m est égal à 2 , le nombre des tangentes est aussi 
égal à 2. Par un point pris dans le plan d'une courbe du second 
degré on peut donc mener à cette courbe deux tangentes réelles 



• y 



ou imaginaires, 



Théorème I. 



35. — Si par un point p , pris dans le plan d'une section 

conique, on mène une sécante quelcon- 
que mm' (fig. 18), le point p', conjugué 
harmonique du point p par rapport aux 
deux points d'intersection m et m! de la 
sécante et de la courbe, décrit une ligne 
droite, lorsque la sécante tourne autour 
du point p. 
Fig. i8. Représentons, en effet, par 

f(x, y) = Ax* + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F = o, 

l'équation de la section conique; et par x t et y t les coordon- 
nées du point p. La sécante pmm! sera représentée par les 
équations 




(*) 






Si Ton désigne par a et 6 les cosinus des angles que la sé- 
cante fait avec les axes, et par p la distance du point p au point 
de la droite dont les coordonnées sont x et y. Ces équations 
donnent 



et ces valeurs de x et de y, portées dans l'équation de la sec* 
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tion conique, fournissent une équation du second degré en p, 
dont les racines sont les distances du point p aux points m et tri. 
Cette équation en p , qui est 



• 



(A* + Bab + c* v + («r« + *r f «ÎP + fl*i , *) = o , 
ayant pour racines p' et p", l'équation 

A*. • J/*î p + W-. + *r,J J + Aa* + Ba6 + Cfr* = 

aura pour racines n et - r7 , d'où il suit que 

P P 

Or, si nous appelons p t la distance du point p à son conjugué 
harmonique p' par rapport aux points m et m', nous avons 

?.— i-i-i. 

/* — - *' •" «" * 
Pi P P 



et par suite 



d'où 



Pi /[«iiîfi) 



«Pif*i + *p/*i + 2f (*„&)=<>. 



Gomme le point p' est sur la sécante mm\ ses coordonnées a? 
et y satisfont aux équations (4) de cette sécante, et l'on a 



- — r Pi 



a 



En remplaçant dans l'équation précédente ap 4 et 6p t par les va- 
leurs que nous trouvons ainsi, nous obtenons l'équation 

(W (* - * t ) Ai + (y - y i) r.t + V(*i. yi) = ° * 

3 
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gui, ne contenant plus les quantités a et 6 , représente le lieu 
du point p. On voit que ce lieu est une droite. 

L'équation (5) peut se transformer et se mettre sous la forme 
symétrique 

(6) xf xl + yf vx + %f n = ; 

pour opérer cette transformation on suivra exactement la même 
marche que pour transformer l'équation de la tangente. Dans 
l'équation (6), comme dans l'équation (2), on remplacera aussi z 
et z t par l'unité. 
La droite représentée par l'équation (6) s'appelle la polaire 

du point p, et, réciproquement, on dit que le point p est le pôle 

* 

de cette droite. 

On peut voir à priori que les points de contact des tangentes 
menées à la courbe par le point p sont situées sur la polaire de 
ce point : il suffit pour cela de remarquer que lorsque la sécante 
devient tangente, les pointe m et m' se confondant, il faut, pour 

211 

que l'équation — = -, -f -* soit satisfaite que le point p r vienne 

Pi P P 

aussi se confondre avec les points m et m'. Il en résulte que la 
polaire du point p coïncide avec la corde des contacts des tan- 
gentes menées du point p à la courbe. 

36. — Pour reconnaître comment varie la position de la po- 
laire du point p quand on fait varier dans le plan de la cotirbe 
la position de ce point, considérons d'abord une ellipse, que 
nous rapporterons au diamètre passant par le point p, pris pour 
axe des #, et au diamètre conjugué du précédent, pris pour axe 
des y. Cette ellipse aura pour équation 

et la polaire du point p sera représentée par Féquâtion 

a" 

X SCS - 

V 
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ce qui montre que cette polaire est parallèle à Taxe des y, c'est- 
à-dire aux cordes que le diamètre op divise en deux parties 
égales (fig. 19), et qu'elle se déplace, en restant constamment 

parallèle à cette direction lors- 
que le point p se meut sur la 
droite ox. Quand le pôle est à 
l'intérieur de la courbe, en p', 
T par exemple, la polaire est à l'ex- 
térieur, en P'. D'abord située à 
l'infini, elle se rapproche jusqu'à 
Fig. \ 9. devenir tangente en a à la courbe 

donnée, lorsque le pôle va du point o au point a. Quand le pôle 
devient extérieur, la polaire devient intérieure, et elle se rap- 
proche indéfiniment du diamètre oy lorsque le pôle s'éloigne / 
à f infini sui* le diamètre ox. 

Dans le cas de l'hyperbole, on obtient dé» résultat» tout-à-fâit 
analogues lorsque le diamètre op est un diamètre transverse; 
mais il n'en est plus de fiiftaie quand op est un diamètre ima- 
ginaire. Alors le pôle et la polaire , au lieu de se trouver d'un 
même côté du centre, sont situés dé part et d'autre, et la po- 
laire coupe toujours la courbe en deux points* Ces résultats se 
déduisent immédiatement de la forme que prend l'équation delà 
polaire, quand on rapporte la courbe* comme on l'a fait pour 
l'ellipse, au diaflftètre qui passe par le pôle pris pour axe des x, 
et au diamètre conjugué pris pour axe des y. 

Ce choix d'axes coordonnés n'est plus possible quand le pôle 
est situé mt l'une des asymptotes. Si l'on rapporte alors la courbe 
à Ses asymptotes et qu'on forme l'équation de la polaire,* cette 
équation montre que la polaire est parallèle à l'asymptote sur 
laquelle le pôle est situé. 

Enfin , lorsque la courbe est une parabole , il est évident , 
puisque la parabole est la limite d'une ellipse , cfuè là polaire 
est parallèle aul cordes que le diamètre passant par le pôle di- 
tise en deux parties égales. C'est ce que montre immédiatement 
l'équation dé la polaire quand on pftnd, pmt a*é dès $ lé dia- 
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mètre qui passe par le pôle et pour axe des y la tangente au 
point où ce diamètre coupe la courbe. Cette équation montre en 
outre que le pôle et le point où la polaire coupe Taxe des x sont 
de part et d'autre de l'origine des coordonnées, et à égale dis- 
tance de ce point. 

37. — On a vu qu'à tout point, pris dans le plan d'une 
courbe du second degré, correspond une droite polaire; réci- 
proquement, à toute droite correspond un pôle. En effet, on 
obtiendra, en identifiant l'équation tnx + ny + p = o avec l'é- 
quation (6) , les deux relations 



(?) 



f xi / yi / M 



m 



n 



relations qui détermineront les coordonnées x t et y l d'un point 
qui aura pour polaire précisément la droite donnée. 



TËkémrémke EL 



38. — Si , par un point p pris dans le plan d'une section co- 
nique, on mène deux sécantes quelconques, qui coupent la courbe 

Tune en m et en m', l'autre en n et en 
n', les droites mn et m'n' ainsi que les 
droites mn' et m'n , se coupent sur la po- 
laire du point p. 

En effet, soient p' et p" (fig. 20) les 
points des sécantes ptnrri et pnn' conju- 
guées harmoniques du point p par rap- 
port aux points m et ro\ n et n' : ces 
points appartiennent à la polaire du 
point p par rapport à la courbe. Or le 
système des deux droites mnq et m'n'q pouvant être regardé 
comme une courbe du second degré, on peut prendre la polaire 
du point p par rapport à ce système de droites, et cette polaire 
sera une droite passant par les points p' et p". Donc la polaire 




THÉORIE DES PÔLES ET DES POLAIRES. 37 

du point p par rapport à la courbe et la polaire du même point 
par rapport au sytème des deux droites qmn et qm V ont deux 
points communs, Il en résulte que ces droites coïncident, et, 
comme la polaire du point p par rapport au système des droites 
passe évidemment par le point g, l'autre polaire passe aussi par 
ce point. On verrait de même qu'elle passe par le point d'intersec- 
tion q 1 des droites mn 1 et nm'. 

Ce théorème donne un moyen de construire la polaire d'un 
point donné p : il suffit de mener par ce point deux sécantes 
pmm\ pnn' ; de tirer les droites mn et m'n 1 qui se coupent en q 
et les droites mn! et m'n qui se coupent en q' : la droite qq' est 
la polaire du point p. 



Théorème III. 



39. — Étant donnée une section conique, si par un point p 
on mène une sécante quelconque qui coupe la courbe aux points 
m et m', les tangentes en ces points se rencontrent sur la polaire 
du point p (fig. 21). 

Ce théorème n'est qu'un cas particulier du précédent : c'est 
le cas où les points metn, m' et n' (fig. 20), venant à se con- 
fondre, les sécantes nmq, n'm'q de- 
viennent tangentes à la courbe (fig. 21). 
Le mode de détermination du point q 
montre que ce point est le pôle de la sé- 
cante pmm! ; de là ce théorème : 

Quand une droite pmm' tourne au 
tour d'un point fixe p, son pôle q décrit 
une droite P qui est la polaire du 
point p. 

Fig. 21. 




i/->. 
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Théorème IV, 

40. — • Réciproquement, lorsqu'un point décrit une droite P, 
sa polaire tourne autour d'un point fixe p qui est le pôle de la 
droite P (fig, a*). 

Soit, en effet, q une quelconque des positions du point mobile 
sur la droite P. Menons qm tangente à la section conique ; joi- 
gnons le point rn au point p, et soit m' le second point de ren- 
contre de la droite mp avec la courbe, Si nous menons par m 
une tangente à la courbe, le point d'intersection de cette tan- 
gente avec qm sera le pôle de la droite mm'. Or d'après le théo- 
rème précédent ce pôle est sur la droite P, et par conséquent 
coïncide avec le point q. Donc la droite mm! est la polaire du 
point 9, et sa construction montre qu'elle passe par le point p. 

Théorème V. 



il. — Quand un quadrilatère abcd est inscrit dans une co- 
nique (fig. 22), les points de concours eetf des côtés opposés et les 
points de concours g et h des tangentes aux sommets opposés sont 
situés sur une même droite, qu'Us divisent harmoniquement. 
D'abord ces points sont en ligne droite; car ils appartiennent 

tous à la polaire du point 
d'intersection des diagonales 
du quadrilatère; ensuite ils 
forment une proportion har- 
monique. En effet, «0, polaire 
du point f, coupe la droite fdb 
en un point n conjugué har- 
Fi g . m. monique de f par rapport aux 

points d et 6, et il est évident q.ue les quatre points e, /, g, h 
se trouvent sur les droites qui joignent le point I aux quatre 
points n, /, d, b. 
Cette démonstration prouve en même temps que chaque côté 
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du triangle eof passe par deux points de concours des tangentes 
aux sommets du quadrilatère et est divisé harmoniquement par 
ces deux points de concours. Elle prouve aussi que, dans un 
quadrilatère circonscrit à une conique, si Ton groupe arbitrai- 
rement les côtés en deux couples, puis qu'on joigne par des 
droites les points de contact des côtés d'une même couple et les 
points de rencontre des côtés de couples différentes , les quatre 
droites ainsi obtenues passent par un môme point et forment un 
faisceau harmonique. 

Théorème VI. 



42» — Étant d<mnéê$ deux coniques dane un plan, il y. a, 
dans ce plan, trois pôles doubles, c'est-à-dire trois points^ réel$ 
ou imaginaires* qui ont même polaire par rapport aux deux 

coniques. 

En effet, deux coniques se coupent en quatre points réels ou 
imaginaires, ce qui donne Heu à trois couples de sécantes com- 
munes, et il résulte du théorème II que le point d'intersection 
de deux sécantes communes d'une même couple est un pôle 
double. 
Il n"y a cT ailleurs que ces trois pôles doubles ; car si p t (fig. 23) 

est un pôle double et qu'on le joi- 
gne à l'un des quatre points d'in- 
tersection a par une droite p t a qui 
coupera les coniques aux deux au- 
tres points V et 6", il faut, pour que 
le conjugué harmonique du point p { 
par rapport à ab' et par rapport à 
ab" soit le même, que 6' coïncide 
avec 6", c'est-à-dire que la droite 
p i a se confonde avec une sécante 
commune. Ainsi donc le point p t 
doit appartenir à une sécante com - 
Fig. î3. mune ; on montrerait de même qu il 
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doit appartenir à une seconde sécante commune; et, par con- 
séquent, qu'il doit être à l'intersection de deux sécantes d'une 
même couple. 

Les trois pôles doubles m, n, p, forment un triangle dont 
chaque sommet admet pour polaire le côté opposé par rapport 
aux deux coniques. 

Il y a de même dans le plan trois polaires doubles et trois 
seulement, puisque la polaire de chaque pôle double est une 
polaire double ; ce sont les cotés du triangle mnp. 

Si les coniques se coupent en quatre points réels, il est évident 
que les trois pôles doubles sont réels ; si les coniques se coupent 
en quatre points imaginaires, les trois pôles sont encore réels, 
car deux des sécantes sont réelles, et les autres étant imaginaires 
conjuguées ont leurs points d'intersection réels; mais si les 
courbes n'ont que deux points d'intersection réels, il n'y a qu'un 
pôle double réel. 



* 



Les quatre tangentes communes à deux coniques forment 
unquadrilatère complet dont 
le» trois diagonales sont les 
polaires doubles. 

Soient ac, bd deux tan- 
gentes communes (fig. 24); 
a, c, 6, d, leurs points de 
contact ; m le point de ren- 
contre des droites ab, cd. Le 
point m a pour polaire, par 
rapport aux droites ac, bd, 
et par conséquent par rap- 
port aux deux coniques, 
une droite qui passe par le 
** **■ point d'intersection i des 

ac, bd. Ce point m est donc un pôle double et 
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se trouve à l'intersection des sécantes communes q et r. On 
verrait de la même façon que les droites ef, gh, menées par 
les points de contact des tangentes communes eg> /ft, ont pour 
point d'intersection un pôle double, dont la polaire passe par le 
point ft, et qui n'est autre que le point m. Donc (a polaire double 
du pôle double m passe par les points i et k ; donc la diagonale tk, 
qui est Tune quelconque des trois diagonales du quadrilatère 
formé par les tangentes communes, est une polaire double. 

Théorème VIII. 

44. — Soient une conique et un point fixe p, on peut toujours, 
et d'une infinité de manières, mener par le point p deux droites 
telles que le pôle de chacune d'elles soit sur Vautre. 

En effet, menons par le point p (fig. 2 5) une droite quel- 
conque qui coupe en a la polaire P du 
point p.* Le pôle de cette droite pa est 
sur la droite P (3g) , au point a! con- 
jugué harmoniqne de a par rapport 
aux points 6 et c. La droite pal a de 
même son pôle sur P, au point a con- 
Fig. 25. jugué harmonique de a! par rapport 

aux points b et c ; donc chacune des droites pa, pa\ a son pôle 
sur l'autre. Gomme la droite pa est arbitraire, il y a une infinité 
de couples de droites remplissant la même condition; et comme 
les droites pa, pa' de l'une quelconque de ces couples sont con- 
juguées harmoniques par rapport aux tangentes p6, pc, toutes 
ces droites forment, autour du point p, un faisceau en involu- 
tion, dont les droites doubles sont les deux tangentes p6, pc 
menées à la conique par le point p (n? 28). 
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45. — Le rapport anharmonique de quatre points en ligne 
droite est égal à celui de leurs quatre polaires. 

En effet, joignons ces quatre points situés sur une même droite 
au pôle de cette droite : leurs quatre polaires passent par ce pôle 
et sont les conjuguées, dans un système en involution, des quatre 
droites précédemment menées (n°44)« Elles ont donc même 
rapport anharmonique que ces quatre droites ou que le système 
des quatre points en ligne droite. 

Théorème X. 



46. -~- Étant donnés une conique et deux points fixes, le rap- 
port des distances de ces deux points à une droite quelconque est 
proportionnel au rapport des distances du pôle de cette droite à 
deux droites fixes, qui sont les polaires des deux points fixes. 

Soient a et 6 (fig. 26) les deux points fixes, M une droite 

quelconque ; m le pôle de 
la droite M; p le pôle de 
la droite ab ou P; À et B 
p les polaires des points a 
et b ; a' et 6' les points où 
A et B coupent P ; enfin c 
le point où M coupe P. Le 
rapport des distances du 
Fig. m. point m aux droites À et B 

est égal à -. — \^-J. , et .celui des distances des points a et b 

sm (B,C) r 

à la droite H est égal à-. Or, sur la droite P, les points a 

et a\ b et b\ c et c' forment (n° 44) un système en involution. 
Dans ce systèmes considérons les points a, 6, c, 00 ; ils ont pour 




THÉORIE DES PÔLES ET DES POLAIRES. J3 

conjugué» les points a\ b\ c', t, ce dernier étant le milieu de la 
corde ef, et Ton a 

ûc # ûqq de' m di 



ou 



ao dd ^ di 
bc~~Ûc' : VV 



mais 



donc 



de' di _ sin(A,C) sin (a,Î) 

. ^ : Vi-^nm : ^î^) 9 

ac __ sin ( A,C) sin (B ,j) 
fc~«in(B > C) X ^J)' 



On voit par là que le rapport p eut égal au rapport --^rpr 

multiplié par un facteur constant - — W-V* • 
r r sm (A,I) 



FIGURES POLAIRES RÉCIPROQUES. 

47. — Lorsqu'une figure plane est composée de droites et de 
points, si Ton prend, par rapport à une même section conique, 
les pôles de toutes ces droites et les polaires de tous ces points, 
on forme une nouvelle figure composée, elle aussi, de droites et 
de points; et si Ton opère sur cette nouvelle figure comme sur 
la première, c'est-à-dire si Ton prend, par rapport à la section 
conique déjà employée, les pôles de toutes les droites et les po- 
laires de tous les points delà seconde figure, on retrouve la figure 
proposée. Pour cette raison les deux figures sont dites figures 
polaires réciproques. 

On voit ainsi qu'à chaque point de l'une des figures correspond 
une droite de l'autre et réciproquement ; et des théorèmes que 
l'on a démontrés sur les pôles et les polaires, il résulte qu'à la 
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V 
b 



Fig. «7. 



droite qui joint les points a et c (fig. 27) de l'une des figures, 

correspond, dans l'autre, le point 
d'intersection des polaires A et G de 
ces deux points, et réciproquement, 
qu'au point d'intersection de deux 
droites A' et G' de l'une des figures 
correspond la droite ac qui joint les 
pôles a et c des droites A' et G. Il 
en résulte encore que si plusieurs 
points de l'une des figures sont en 
ligne droite, les droites qui leur cor- 
respondent dans l'autre passent par un même point, et que, réci- 
proquement, si plusieurs droites de l'une passent par un même 
point, les points correspondants de l'autre sont sur une même 
droite. 

48. — Si l'on considère une courbe plane S et une tangente A 
à cette courbe et que l'on fasse rouler la tangente sur la courbe, 
le pôle cl de la tangente A, par rapport à une section conique 
déterminée, se déplacera dans le plan, pendant ce mouvement 
de la tangente, et y décrira une courbe S' qui sera le lieu des 
pôles des tangentes delà courbe S (fig. 28). On peut voir aisé- 
ment que la courbe S est aussi 
le lieu des pôles des tangentes 
de la courbe S'. En effet, con- 
sidérons le point a! de la cour- 
be S' et le point voisin 6' : le 
premier est le pôle de la tan- 
Fig# 28 gente A de la courbe S et le 

second le pôle de la tangente B. Par conséquent, la droite 
a'V a pour pôle le point d'intersection m des tangentes A 
et B. Or quand le point V se rapproche indéfiniment du point a\ 
la droite a'b' tend vers la tangente au point a'; pendant ce mou- 
vement du point 6' la droite B se rapproche indéfiniment de la 
droite A, et le point m du point a. Donc la tangente en un point 
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quelconque al de la courbe S' a pour pôle un point a de la 
courbe S. Pour cette raison les courbes S et S' sont dites courbes 
polaires réciproques. 
49. — Lorsqu'on connaît l'équation 

F(ar, y) = o, 

d'une courbe S, algébrique et du degré m, on peut facilement 
trouver l'équation de la courbe polaire réciproque S'. 

En effet, soit f{x 9 y) = o l'équation de la courbe S', et a?, et y, 
les coordonnées d'un quelconque de ses points. La polaire de ce 
point a pour équation 

x^+y^+zr.^0. 

Or cette polaire est tangente à la courbe S en un certain point 
dont les coordonnées sont x et y. Par conséquent l'équation de 
cette tangente 

XFVfYF; + ZF,=:o 

représente la même droite que l'équation de la polaire, et Ton a 

[_m _ tjh _ fji 

F'. "" F f "" FV 

On obtiendra l'équation de la courbe S', en éliminant x et y 
entre les deux équations que l'on vient d'écrire et l'équation de 
la courbe S. 

50. — Nous savons qu'on appelle degré d'une courbe algé- 
brique plane le nombre de points réels ou imaginaires suivant 
lesquels cette courbe peut être coupée par une droite. On appelle 
classe d'une courbe plane, le nombre des tangentes réelles ou 
imaginaires qu'on peut mener d'un même point à cette courbe, 
et nous avons vu au n° 34 que la classe d'une courbe algé- 
brique de degré m est représentée, en général, par l'expres- 
sion ro(m — î). 
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51. — Deux courbes polaires réciproques S et S' (fig. 2 9) sont 
telles que la classe de chacune est égale au degré de l'autre. 
Soient, en effet, a,b,c,. . .les points où la droite Pcoupe la courbe S ; 

les polaires À\B',G',.... 
de ces points sont tan- 
gentes à la courbe S' et 
passent toutes par le 
pôle p' de la droite P; 
on peut donc par ce 
point p' mener âlacôurbe 
S' un nombre de tan- 
Pi g . 29# gentes exactement égal 

au nombre des points suivant lesquels la droite P coupe la 
courbe S. 

Réciproquement le degré de la courbe S est égal k la classe 
de la courbe S', car, à chacune des tangentes A',B\C... que l'on 
peut mener d'un point p' à la courbe S', correspond ffl* poittt de 
la courbe S, et ces points, a, 6, «,.... sont sur une même ligne 
droite P, puisque les tangentes A',B',C... passent par un même 
point. 

52. — L'expression générale que l'on a donnée (n° 5o) de la 
classe d'une courbe algébrique du degré m, montre que les 
courbes du second degré appartiennent à la seconde classe. Il en 
résulte, d'après ce que nous venons de démontrer, que la courbe 
polaire réciproque d'une cottrbe du second degré est une courbe 
du second degré. 

L'espèce de cette courbe dépend de la position de là section 

conique directrice. Si le centre 
(fig. 5o) de cette directrice est 
extérieur à la courbe S, on pourra, 
du point 0, mener deux tangentes 
à cette courbe, et, les pôles de ces 
tangentes étant rejetés à l'infini, 
la comte S' aura deux branches 
infinies, dans deux directions cttf- 




Fig. 30. 
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férentes, c'est-à-dire sera une hyperbole. D'ailleurs les po- 
laires A' et B' des points a et 6 où les tangentes aO et 
60 touchent la courbe S, sont tangentes à la courbe S' et la 
touchent aux points qui sont les pôles des droites aO et 60. Ces 
polaires sont donc les asymptotes de la courbe S'. Quand le 
centre est situé sur la courbe S, on ne peut plus mener de ce 
point à cette courbe qu'une seule tangente ; les pointe de contact a 
et 6 coïncident avec le point 0, et leurs polaires A',B' se confon- 
dent et sont rejetées à l'infini, de façon que la courbe S' devient 
une parabole. Enfin, lorsque le centre passe à l'intérieur de la 
courbe S, comme ou ne peut mener de ce point à. cette courbe 
aucune tangente réelle, la courbe S' n'a aucun point à l'infini, et, 
par suite, est une ellipse. 

63. — Dans le cas particulier où la courbe directrice est un 
cercle de rayon r (fig« 3i), il est évident que la polaire A' d'un 

point quelconque a est per- 
pendiculaire à la droite oa 
et, par suite, que les polaires 
A' et B' de deux points a et 6 
font entre elles un angle égal 
à l'angle ao6. D'ailleurs si 
l'on désigne par h les points 
de rencontre des droites A' 
oa> par g le point de ren- 
contre des droites B f et 06, on 
peut voir facilement que Ton a 




(») 



oA.oa = o</.o6 = r 2 . 



Gela posé* meows les droites et et of parallèlement aux po- 
laires B' et A', et les droites ae et bf perpendiculairement aux 
mêmes polaires. Les triangles rectangles oae, ohf étant sem- 
blables* dqhs aurons 



oa ae ac -+■ ce ac -f- ùg 

iï^Vf^bd + df^bd + oà* 
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d'où 
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oa{bd + oh) = ob(ac + og), 



d'où encore, en tenant compte del'équation (i), 

oa.odz=zob. ac. 

On peut écrire cette dernière égalité 

oa ac 
ob bd ' 

et, sous cette forme, elle montre que les distances des deux 
points a et 6 au centre o sont proportionnelles aux distances de 
chacun de ces points à la polaire de l'autre. 

54. — Cherchons la courbe polaire réciproque du cercle dont 

le centre est c (fig. 32) et le rayon 
r\ par rapport au cercle o, pris 
pour courbe directrice. Soient G la 
polaire du point c et a f le pôle d'une 
tangente quelconque A au cercle c. 
On aura (n° 55) 




Fig. 32. 



oa 
oc 



(M 



ou 



oa 



oc 

7 



oc 



Le rapport -j étant constant, le lieu du point a', c'est-à-dire 

la polaire réciproque du cercle c, est une courbe du second 
degré dont le point o est un foyer et la droite G la directrice 
correspondante. 

55. — Les transformations que nous venons d'opérer per- 
mettent de déduire des propriétés du cercle la plupart des pro- 
priétés des sections coniques. 



THÉORIE DES PÔLES ET DES POLAIRES. 49 

Nous savons, par exemple, que deux tangentes au cercle c 
font des angles égaux avec la corde des contacts : or, ces tan- 
gentes ont pour pôle deux points [de la section conique qui est 
la polaire réciproque du cercle c, et la corde des contacts a 
pour pôle le point de rencontre des tangentes menées par ces 
points à cette conique. Si Ton joint ces trois pôles au centre o, 
on obtiendra trois droites qui feront entre elles les mêmes angles 
que les polaires des points considérés, et Ton aura ce théorème : 
La droite qui joint à un foyer d'une section* conique le point d'in- 
tersection de deux tangentes est bissectrice de V angle des droites 
qui joignent au mime foyer les points de contact de ces tan- 
gentes. 

Nous savons encore que le lieu du sommet d'un angle constant 
circonscrit au cercle c est un cercle concentrique. Or aux deux 
côtés de cet angle correspondent deux points de la conique, au 
sommet de l'angle correspond la droite qui joint ces deux points, 
et puisque cet angle est constant, cette droite est vue du foyer 
sous un angle constant ; le sommet de l'angle décrivant un cercle 
ayant pour centre c, la droite enveloppe une section conique 
dont le point o est un foyer et la droite c' la directrice corres- 
pondante ; de là ce théorème : Une corde vue du foyer d'une sec- 
tion conique sous un angle constant enveloppe une section conique 
ayant mime foyer et mime direction que la section conique pro- 
posée. 
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66. — On peut regarder une courbe sôit comme le lieu d'un 
point, Soit comtûê l'enveloppé d'uftè droite mobile. Or toute 
droite peut être représentée par l'équation px + qy = 1 ; comme 
à toute couple de valeurs de p et q Correspond une droite et 
une seule, on peut dire que p et q sont les coordonnées de cette 
droite; et si Ton donné entré p et q une relation f\p 9 q) = o 9 
lorsque Tune de ces coordonnées variera d'une manière conti- 
nue, l'autre variant aussi d'une manière continue, la droite se 
déplacera dans son plaii et enveloppera une courbe ayant pour 
équation, danS ce système de coordonnées, 

f(p, g) = o. 

Les quantités p et q 9 prises ainsi pour coordonnées, ont été 
appelées coordonnées tangentielles. 

Lorsque le premier membre f(p,q) de l'équation précédente 
est algébrique, son degré représente la classe de la courbe. 

En effet, si œ et j/ sont les coordonnées d'un point quel- 
conque du plan, on pourra mener à la courbe, par ce point, au- 
tant de tangentes réelles ou imaginaires qu'il y aura de couples 
de valeurs de p et g satisfaisant simultanément aux deux équa- 
tions 

f(P, q) — o, px. + qy — î = o. 
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57» — Une équation du premier degré entre p et g, Ap+Bf ?=G* 

À B 

représente le point ayant pour coordonnées x = ^, y = p » êa* 

elle exprime que la droite qui a pour équation px + qy= i 
passe par ce point. Réciproquement, un point est représenté, 
en coordonnées tangentielles, par une équation du premier de- 
gré entre les coordonnées. 

On voit que cette équation renferme deux coefficients ou pa- 
ramètres arbitraires. Quand on la met sdus là forme q=ap + b, 
ces deux paramètres sont a et b. 

58. — On peut trouver focilémeiit l'équation géftértte Ai» 
points appartenant à uflé droite donnée* GendidéroiW, en effet, 
l'équation d'tin point qûeleônque 

qz=zap + b; 

pour que ce point appartienne I la droite qui a pour coordon- 
nées p r et q\ il faut que p' et g' vérifient l'équation du point, 
c'est-à-dire que Ton ait 

Cette relation entre teâ deu* paramètres a et 6 détermine l'un 
dW en fonction de l'autre, par exemple b en fonction de m si 
l'on élinilne 6 entré kft êeitf équations précédâtes, on obtient 
l'éqtottion 

qui renferme un paramètre arbitraire a f et qui représente tous 
les points situés sur la droite (p\g'). Quand on fait varier a, le 
point décrit cette droite. 

59. — Le point d'intersection de deux droites données (p',g r ), 
(p",g"), appartenant à la première de (ses droites, est représentée 
par une équation de la forme 
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et, puisqu'il appartient à la seconde, les coordonnées p",g" sa- 
tisfont à la relation 

q?-çf = a(i/'-p'). 

En éliminant a entre les deux équations que nous venons d'é- 
crire, on obtient l'équation 

qui représente le point d'intersection des deux droites données. 
60. — Soient a = o , (î = o deux équations du premier de- 
gré en p et ç, équations qui représentent deux points donnés, 
l'équation générale des points de la droite qui joint ces deux 
points donnés est 

a— Jfcp = o, 

k étant un paramètre arbitraire. 

En effet, cette équation, ^tant du premier degré, représente 
un point, et ce point est sur la droite qui joint les points donnés 
puisque les coordonnées de cette droite, satisfaisant séparément 
aux équations a = , p = , satisfont à l'équation a — k$ = o. 

61. — Le point de contact de la tangente (p\?') à la courbe 
f{p,q) = 0, n'est autre chose que la limite du point d'intersec- 
tion de cette tangente avec la tangente voisine (p' + Ap', <( + tkx[) ; 
donc il est représenté par l'équation (n° 58) 



ou bien, puisque 



par 



«— f=(P«^) Cp— jO, 



A/>' '* fj* 
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En chassant les dénominateurs, cette équation devient 

équation analogue à celle de la tangente en coordonnées recti- 
lignes; et, si Ton introduit une troisième coordonnée r,de façon 
à rendre la fonction f(p>q) homogène par rapport à p, q 9 r, l'é- 
quation du point de contact se met sous la forme 

P/V+tf/V + 'f^o. 

Lorsque la courbe est du second degré, si p' et </, au lieu d'être 
les coordonnées d'une tangente, sont les coordonnées d'une 
droite quelconque, l'équation 

représente le pôle de cette droite. 

62. — La théorie des coordonnées tangentielles se ramène à 
celle des figures polaires réciproques. 

Soit, en effet, f(p,q) = o, l'équation en coordonnées tangen- 
tielles d'une courbe donnée S. Chaque couple de valeurs de p 
et q qui vérifient cette équation représente une tangente A qui 
a pour équation, en coordonnées rectilignes, px+qy — 1 = 0. 
Or, prenons le cercle ayant pour équation «*+!/*•— » = ° et 
considérons le pôle a' de A par rapport à ce cercle; x et y 
étant les coordonnées du point a', la polaire de ce point a pour 
équation xx + yy — 1 = 0; et, puisque cette polaire n'est 
autre chose que la tangente A, on a x =p, y = ç, de sorte 
que l'équation 

/"te, ïo)==o 

représente le lieu du point a', c'est-à-dire la courbe S', polaire 
réciproque de la courbe proposée S. 

Donc, l'équation f{p,q) = o représente, en coordonnées rec- 
tilignes, la polaire réciproque de la courbe qu'elle représente 
en coordonnées tangentielles. Cette considération permet , étant 
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donnée l'équation d'une courbe en coordonnée» tangentielles, 
de trouver l'équation de cette même courbe en coordonnées 
rectilignes. 

GÊNÉRàUSÀÎÎON DES COORDONNÉES RECTtLlôNES. 

63. — Soient a, p, y» tt0 * fl polynômes du premier degré, 
savoir : 

«ssAar + By + C, 

Y = A*» + B*y + 0*, 
et considérons les trois droites 

**= o, 
P=o, 
Y= o. 

Un point quelconque du plan peut être regarda comme l'in- 
tersection de deux droites «astff, p e» 6f» et» comme à chaque 
couple de valeurs de a et de 6 correspond un point et un seul, 
les quantités a et i peuvent ttre regardées comme les coordon- 
nées du point. 

Voyons ce que devient Véquation f(x,y) » o d'une courbe, 
dans ce nouveau système de coordonnées. En remplaçant, dans 
les équations ai « ay t p «p *y» *>P*Y P*r l eurs valeurs eu fonc- 
tion de a; et y» on obtient deux équations entre &» y, a et b s 
d'où l'on tire 

__ gy— BC + (C # B y — B'C")a + (BCT— CB")& 
* ~~ AB' — BA' + ( A'B "— B'A> + (B A" — AB") b 9 

_ C A 1 — ÀC + (C'A* — A'C")a -f. (AC" — C A*) » 

' - AB'- BA'+ (A'B*L-&A> f^^M*)»' 

Ces Valeurs de # et # sont des fractions rationnelles dont les deux 
termes sont du premier degré en a et 6 ; il en résulte que, si on 
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les porta da&f» l'équation f{$*y) «= o , on trouvera, pour repré- 
senter la courbe (tans le nouveau système de coordonnées, une 
équation <f{a,b) n o dont le premier membre, mis sous forme 
entière i est, par rapport aux variables, de même degré que 

Il faut, à la vérité, pour que cette transformation soit possible, 
quç 1q dénominateur des valeurs de co et de y ne soit pas nul 
pour toutes valeurs da a et do b * c'eafr-Mira que Ton n'ait pas, 
à la fois, 

A» — BA> = o, 
A'B" — B'A" = o, 
A r/ B — B'A =? o; 

mais il suffit, pour que cette condition soit remplie, que les trois 
droites a = o, p = o , y ^= ° » ne soient pas parallèles entre 
elles. 

Si, dans l'équation entre a et 6, on remplace a par - et b 
par ~, on obtient une équation homogène en a, (î, y. 

64. — Ces nouvelles coordonnées! rectilignes sont susceptibles 
d'une interprétation géométrique simple. Considérons, en effet, 
un point quelconque, ayant pour coordonnées ordinaires x et 
y . Lorsque nous remplacerons, dans a, (3, y, les variables x 
et y par x et y , nous obtiendrons des quantités proportion- 
nelles aux distances du point considéré aux droites a=o, p = o, 
y^ot Cela nous montre que lorsque, pour déterminer la posi- 
tion d'un point, on en donne les trois coordonnées a, |î, y, on 
fait connaître, & (tes facteurs constants près, les distances dç ce 
point aux trois droites a=o, p=o, y=o, et que, lorsqu'on 
donne les deux coordonnées a et 6, on fait connaître, toujours à 
des facteurs constants près, le rapport des distances du point 
considéré aux droites a = o et y = o et le rapport des distances 
de ce même point aux droites (3= et y x= o. 
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Si Ton faisait en sorte, ce qui est toujours possible, que, dans 
chacune des équations a = o, P=o, y = o, la somme des car- 
rés des coefficients de x et de y fût égale à l'unité, tous les fac- 
teurs constants dont nous venons de parler deviendraient égaux 
à l'unité, et les coordonnées a, (î, y, a et 6, au lieu d'être pro- 
portionnelles, les unes aux distances du point aux droites, les 
autres aux rapports de ces distances, seraient précisément égales, 
les unes à ces distances, les autres à ces rapports. 

65. — Ces remarques sur la signification géométrique des 
coordonnées a et b permettent de démontrer facilement le théo- 
rème dont nous avons déjà donné une démonstration (n° 5i). 
Soient, en effet, a et b les coordonnées d'un point (fig. 33), 

et a = o, (J=o, y = o les équations des 
côtés BG, CÀ et AB du triangle ÂBG. Sup- 
posons que, dans chacune de ces équa- 
tions la somme des carrés des coefficients de 
# et de y soit égale à l'unité. Nous aurons 



__a_ECsinC 




EAsin A ' 



et 



p DCsmC 
t^OBsinB' 



a a FBsinB 

Ê"~p~FAsinA" 



Or, si, dans l'égalité | = „. ^ / , nous remplaçons a et b par 

EGsinC DCsinC 

leurs valeurs «T-^nr et nu Q ^ p » nous trouvons 

EA sm A DB sm B 



EGsinC 



EAsinA _ FBsinB 
DCsmC ~~ FAsinA' 
DB sin B 
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d'où 

FB.EA.DC _ 
[l) DB.EC.FA~~ ,# 

Mais, comme nous convenons d'affecter les segments déterminés 
sur chaque côté du triangle du signe + ou du signe -— suivant 
leur sens, nous avons (n 1) 

DB = — BD, EC = — CE, FA = — ÀF, 

et, en substituant dans l'égalité (i) ces valeurs de DB, EC , FA , 
nous trouvons 

FB.EA.DC _ 
BD.CE.AF"" 

Cette égalité nous montre que : 

Si trois droites, partant des sommets Sun triangle , se ren- 
contrent en un même point, elles déterminent, sur les côtés oppo- 
sés, six segments tels que le rapport du produit de trois d'entre 
eux non consécutifs au produit des trois autres est égal à — i. 
• 66. — Dans le système de coordonnées que nous venons d'é- 
tudier, que l'on désigne sous le nom de coordonnées homogènes, 
une droite quelconque sera représentée par une équation du pre- 
mier degré 

Aa + B* + C =o, 

ou 

Aa + BPH-Cr = o; 

une droite passant par un point donné {a r ,b') aura pour équation 

b — b , = m(a — a!), 

m étant un paramètre arbitraire ; la droite qui passe par les deux 
points (a!, b') et (a", b") aura pour équation 

V — b' 
6 — &'=- -l a — a'Y. 
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enfin l'équation de la tangente au point (a', V) de la courbe 
f(a, b) = o , sera 

(a-a')r a .+ (b-b')r b , = o t 

ou, en employant les trois coordonnées, 

«A' + P/V + ïfr'^ - 

Les deux dernières équations que nous venons d'écrire repré- 
sentent chacun* la polaire du point (a\6') ou (a'^yO* lorsque 
la courbe est du second degré et que le point, au Uw d'être 
sur la courbe, a une position quelconque dans le plan. 

GÉNÉRALISATION DIS COORDONNÉES TÂNGENTIELLES. 

6"7. — Ofi peut généraliser les coordonnées tangentielles de la 
même manière que les coordonnées rectilignes ; car si l'on prend 
trois points fixes À, B, C (fig. 34) , ces points seront représentés, en 
coordonnées tangentielles, par trois équations du premier degré 
en p et j, savoir <x = o, |3 = o, y = o; si Ton joint ces points 

deux à deux par des droites, l'équa- 
tion a = ay représentera un point quel- 
conque D de la droite AG, l'équation 

(3 = 6y un point quelconque E de la 

Kg. 34. droite BQi et ces deux équations, prises 

ensemble , représentent la droite DE , dont les coefficients a et 
è pourront Gtté regardés comme les coordonnée». 

D'après cela, si ffaq)=o est l'équation d'une courbe en 
coordonnées tangentielles, en y remplaçant p et q par leurs va- 
leurs tirées des équations «=?=ay f P — &Y» ° n aura une équa- 
tion de la forme <p(a,6) ==o, ou bien, en employant trois coor- 
données, <f (a,p,y) = o , et les premiers membres de ces nouvelles 
équations seront chacune, par rapport aux variables, du même 
degré que f{p,q) = o. 
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6& ~* Ces nouvelle* coordonnée tangentieHfcs sont iuseep* 
tibles d'une interprétation géométrique simple. Considérons, en 
eflet, la droite quelconque représentée, en coordonnées recti- 
lignes, par l'équation px + qy<-~i e&o, et appelons 8 la dis- 
tance de cette droite au point A , dont les coordonnées sont a? , y \ 
nous avons 






ce qui revient à 



8= a 



y/T+f 



si nous attribuons, dans a 9 aux variables p et g, les valeurs des 
coordonnées tangentielles de la droite donnée. 

Nous trouverons de même, en appelant S, , S, les distances des 
points 6 et c à cette droite 

8 i = -F=> *t = 



\jp % +q % )Jp* + q* 

Gela prouve que les quantités «» (J, y, lorsqu'on y donne, 
aux variables p et q, les valeurs des coordonnées d'une même 
droite, sont proportionnelles aux distances des points À, 8, C à 
cette droite, et, par conséquent, puisque 



que Ton a 



* Il • P 

Y Y 



8 A 8 * 



Ainsi, lorsqu'on donne, pour définir une droite, les deui Coor- 
données a et &, on ne fait autre chose que donner le rapport des 
distances de cette droite aux points A et G et le rapport des dis- 
tances de cette même droite aux points B et C. Si l'on donne les 



60 LIVRE I. — CHAP. III. 

trois coordonnées a , (3 , y , on fait connaître les distances mêmes 
de cette droite à ces trois points, ou, du moins, des quantités 
proportionnelles à ces distances. 

69. — Les remarques que nous venons de faire sur la signi- 
fication géométrique des coordonnées a et b permettent de dé- 
montrer facilement le théorème sur les transversales dont nous 
avons déjà donné une démonstration (n° 3â). 
Soient, en effet, a et b les coordonnées de la sécante quel- 
conque DEF (fig. 35); 8, 8 4 , 8, les dis- 
tances des points A, B, G à cette sé- 
cante. Nous avons (n° 68) 




A II 


r~- 


Fig. 35. 


8 AD 

a_ s;-cD* 






et, par suite, 






b 8, _ BF 
â~~S ~AF* 



Or, si, dans l'égalité - = ^=, nous remplaçons b et a parleurs 

i BE ,ÀD 

valeurs ^ et ™ , nous trouvons 



9 



AD\ 
CD/ 



BF 
AF 



ou 



AF.BE.CD = AD.CE.BF, 



égalité qui exprime que : 

Lorsqu'une sécante quelconque rencontre les trois côtés cVun 
triangle, elle détermine six segments tels que le produit de trois 
d'entre eux, non consécutifs, est égal au produit des trois autres. 
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70. — Dans le système des coordonnées tangentielles ainsi 
généralisées : 

un point quelconque sera représenté par une équation du pre- 
mier degré • 

Aa + Bi + G =o, 

ou 

Aa + Bp + Cf = 

l'équation générale des points d'une droite (a',6') sera 

6 — 6'= m(a — ct) 9 

m étant un paramètre arbitraire ; 

le point d'intersection des droites (a',6')* (a",6 w ), aura pour 

équation • 

enfin l'équation du point de contact de la tangente (a\V) à la 
courbe f{a,b) = o , sera 

(«-aVV + (*-*')/V==o, 
ou, en employant trois coordonnées, 

Ces deux dernières équations représentent chacune le pôle de 
de la droite (a\V) ou (a',^*)' lorsque cette droite, au lieu d'être 
tangente à la courbe, a une position quelconque dans le plan. 



CHAPITRE IV. 



■■MMtdhttwl 



9U générale* de* «eotloii» coniques* 



Théorème 1< 



7l. — Par ctnqi pointe donnés réels on imaginaires, on peut 
toujours faire passer une section conique, et Von n'en peut faire 
passer qu'une. 
Considérons quatre points, a, 6, c, d (fig. 36) et joignons-les 

deux & deux par lea droites ai, 6e, ed, da dont 
^ nous représenterons les équations par <x rw o, 
y = o, (î = o, 8 = o en posant pour abréger 
8=±=m<* + ttP — «y. L'équation générale des 
P courbes du second degré, en prenant pour 
nouvelles coordonnées a* (3, y* est 




Fig* 86, 

Détërnrinoii* h» coefficient* en exprimant qm te court* ft*§§e 

parles quatre points a, 6, c, d. La courbe passant par le point 6, 
son équation doit être satisfaite quand on y fait a = o, y = o; 
donc A' = o. De même, la courbe passant par le point c, son 
équation doit être satisfaite par y = o, (3 = o, et par consé- 
quent A = o. Exprimons de même que la courbe passe par les 
deux autres points d et a, ou que son équation est satisfaite 
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par (3=o, 8=0, ou ce qui revient au même, par (3=o, 
Y=roa+np, etpara=so, yîsem*+np, il vient 

A"m + 2B' = o, A"n+2B = oj 
d'où 

R ._ A " m r_ £n 

De Ih résulte que l'équation de la courbe cherchée est 
oo ce qui revient au même, 

*B"ap -f A f, Y (y — ma — n?) = o. 

L'équation de la conique passant parler quatre points a, 6, c, d 
peut donc s'écrire simplement sous la forme 

On voit immédiatement qu'il suffit de 8e donner un dûquïème 
point pour déterminer complètement l'équation. Soient en 
effet a', j3', Y ses coordonnées et 8* ee que devient 8 lorsqu'on y 
substitue les coordonnées de ce point ; on doit avoir 

d'où 



ce qui fournit pour fc litre Vâlëtir finie et déterminée à tnôtos que 
ce cinquième point ttè àe trouve sur une des droites <* = ô, $ == &, 
y r= o, 8 = o. La courbe se réduit dans ce cas à deux dtt)itè6. 

72. — De l'équation k = -| résulte la démonstration du tbéo^ 

rème suivant : 
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Théorème II. 

Un quadrilatère étant inscrit à une conique, le produit des dis- 
tances de chaque point de la conique à deux côtés opposés du 
quadrilatère est au produit des distances du mime point aux 
deux autres côtés, dans un rapport constant 

Réciproquement, le lieu des points Sun plan, tels que le pro- 
duit de leurs distances à deux côtés opposés d'un quadrilatère, soit 
au produit des distances aux deux autres côtés dans un rapport 
constant, est une conique circonscrite au quadrilatère. 

Cela résulte immédiatement de ce que le lieu défini par 
l'énoncé a pour équation 

afi 

-j=k ou ap — *yos=o; 

On pourra d'ailleurs en faisant varier le rapport k obtenir 
toutes les coniques circonscrites au quadrilatère. 
Ces théorèmes ont pour corrélatifs les théorèmes suivants : 

Théorème m. 

73. — Cinq tangentes déterminent une conique et nen déter- 
minent qu'une. 

En effet, soient construits les pôles des cinq droites ; par ces 
cinq points on pourra faire passer une conique S' et on n'en 
pourra faire passer qu'une. La courbe polaire réciproque de S' 
sera une conique S tangente aux cinq droites, et il est évident 
qu'il <n'y a qu'une solution, la courbe S' n'ayant qu'une polaire 
réciproque. 

Cherchons en coordonnées tangentielles l'équation d'une 
conique tangente à quatre droites. 

Soient 

a = o, p = o, Y=o, mot-J-nP — f =. 8 = 
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les équations en coordonnées tangentielles des quatre sommets 
du quadrilatère formé par ces droites. L'équation cherchée est : 

(2) ap — Ay$ = o. 

En effet, en coordonnées ordinaires cette équation représente 
toutes les coniques circonscrites au quadrilatère formé par les 
quatre droites a, (î, y, 8. Or ces quatre droites sont les polaires 
des points que les mêmes équations représentent en coordonnées 
tangentielles. Donc l'équation (2) en coordonnées tangentielles 
représente toutes les coniques inscrites dans le quadrilatère 
proposé. On pourra d'ailleurs en faisant varier k obtenir toutes 
les coniques inscrites dans le quadrilatère donné. 

74. — Les quantités a, {3, y, 8 sont proportionnelles aux dis- 
tances d'une droite arbitraire aux quatre sommets du quadrila- 
tère ; on a donc ce théorème : 

Théorème IV. 

Un quadrilatère étant circonscrit à une conique, le produit des 
distances de deux sommets opposés à une tangente quelconque est 
au produit des distances des deux autres sommets à la même 
tangente dans un rapport constant. 
La réciproque est vraie et peut s'énoncer ainsi : 
Lorsqu'une droite se meut de telle sorte que le produit de ses 
distances à deux sommets opposés d'un quadrilatère, demeure 
dans un rapport constant avec le produit de ses dislances aux 
deux autres sommets, cette droite enveloppe une conique inscrite 
dans le quadrilatère donné. 

Théorème V. 

75. — Si Ton joint un point quelconque d'une conique à quatre 
points fixes pris sur cette conique, le rapport anharmonique du 
faisceau est constant. 

5 
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Soient a, £, c, d les quatre points fixes (% 3 7 ) j 

m 

"N f«=o, P = o, 8 = 0, y = o 

/ les équations des droites ab, cd, bc, ad ; î'équa- 

/ tion de la conique est : 
* ^ — . — <*^tf 

Fig. 37. 

aP — kfi = o. 

Prenoqa un point quelconque ?n sur cette conique et joignons- 
le aux quatre autres par les droites ma, mè, me, md. 1b expri- 
mant de deux manières la surface des triangles mpi, mb*, «toi* 
road, nous arrivons aux égalité» s 

aft X gt = am . bni&n (amh) 
bc X t = frn.ôm sin (fonc) 
cd X P = rm.dmsin(cmrf) 
rfa X $ = dm.am$\n(dma). 

Tirons de là les valeurs de a, (5, y, S, et portons-les dans l'équa- 
t|çn de la conique* fl y\m\ ; 

sin (ami) a [siacmb) . ab m cb # 

sin (amrf) f (sincmrf) ad * cd' 

ce qui démontre la proposition. 



Théorème corrélatif. 



Une conique étant inscrite dans un gwdrtifltërti m* Umgtto&t 
quelconque est coupée par les côtés du quadrilatère de telle sorte 
que le rapport anharmoniq/uç ^p^ipià^intersection est constant 

Pour démontrer ce théorème il suffit de transformer le pré- 
cédent par les polaires réciproques, En effet, fuix quatre pgiftts 
fixes correspondent quatre tangentes fixes de la coniqviç polaire 
réciproque, au point mobile m correspond une tqngenfë qçGÏ*- 
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conque à cette conique, et enfin au faisceau ma> mb 9 me, md cor- 
respond le système dâgqifttre pourtftd'itfawection de cette tan- 
gente variable avec les quatre tangentes fixes. Il résulte du 
thétpègie précédent que leur rapport enharmonique est con- 
stant 

Théorème VI. 

76, Autour de deux points fi$& rayo*rmt faux faisceaux ho- 
mographiques : le lieu des inlenectiowfas droite* correspondantes 
est une colique qui passe par les deu$ jKtmfl #w- 

On dit que deux faisceaux de droite* soit homographiques, 
quapd le rappqrt anharmoniquç de quatre droites de l'un dm 
faisceaux, est égal au rapport anbajrçnQftjquç dos quatre droite» 
correspondantes dans l'autre. 

Lea intersections a, 6, c de tro}s couple de droite hatnogr*» 

pbiqifês, et les deux points faes çd (fig, 38) déterminent MS 

^/V conique. Dec* froUga hpqiQgrapfeiqu^ 

\\y^/\ ^\k quelconques se couperont sur SGtte çmxr 
X/ Y// \/^ que en vertu du théorème V. Ainsi par 
/ X^^'jj exemple, & hi àrtâte dd du système d cor- 

N^— — -~?% respondra la droite od du système o, 

^T^ paL que le rapport anhamonique to 

deux faisceaux de quatre droites est le même. 

Il résulte de là que la tangente en d à la conique est la droite 
du faisceau d qui correspond à la droite oo* du faisceau o\ et de 
môme que la tangente en o est la droite du système o' qui cor- 
respond à od dans le système o'. 

Si la droite od m correspond à elle-même dans les deux systè- 
mes, elle fait partie du lieu, et par conséquent les points a, 6, c, d 
sont en ligne droite; on peut énoncer ainsi ce résultat : 

Corollaire. —Lorsque dans deux faisceaux de droites homo- 
grsphiques il existe une droite qui se correspond à eHe-mâme r 
les points d'intersection des droites correspondantes des deux 
faisceaux sent sur une même ligne droite t 
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Théorème corrélatif. 

Si sur deux droites on a deux systèmes de points homographie 
ques 9 la droite mobile qui joint deux à deux les points correspon- 
dants enveloppe une conique tangente aux deux droites. 

Ce théorème se démontre en transformant le précédent par 
les polaires réciproques, et Ton voit que si 5a et Sa' (fig. 39) 

sont les droites fixes, pour avoir les points a et a! 

où elles touchent la courbe G, il faut prendre sur 

a , chaque droite le point correspondant de 5 con- 

*ig- 3 «- sidéré comme faisant partie de l'autre. Si le point S 

se correspond à lui-même, le lieu se réduit à un point. On a donc 

ce corollaire corrélatif du précédent : 

Corollaire. — Lorsque le point de rencontre de deux droites 
sur lesquelles se trouvent deux divisions homographiques se 
correspond à lui-même sur les deux droites, les sécantes qui 
joignent deux à deux les points correspondants passent par un 
même point. 

Théorème VU. 




77. — Deux angles de grandeur constante tournant autour de 
leurs sommets, si t intersection de deux côtés reste sur une mime 

droite, le point d'intersection des 
deux autres côtés décrit une conique 
,qui passe par les deux sommets 
fixes. 

En effet, les deux faisceaux de 
droites om, dm (fig. 4°) so ût évi- 
--- demment homographiques, et il |en 
résulte que les droites om\ o'm r qui 
forment avec elles des angles constants a et p sont également 
homographiques. Donc le lieu du point m! est une conique passant 
par les deux points et 0' en vertu du théoftme précédent 




Fig. 40. 



PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES SECTIONS CONIQUES. 60 

Il est facile de construire les tangentes en o et o'. En effet, la 
tangente en o' est la droite correspondante de oo' dans le sys- 
tème om' ; menons donc en o la droite om , faisant avec oo' un 
angle égal à a, puis joignons o'm, et enfin faisons en o' l'angle 
m t oT3=P: oT est la tangente cherchée. On construirait de 
même la tangente en o. 

A ce théorème se rattache le suivant : 



Théorème VIO. 

78. — Si, sur les deux côtés d'un angle, à partir du point où 
chacun est rencontré par une série de sécantes issues d'un point 
fixe, on prend des longueurs constantes, les cordes qui joignent 
les points ainsi déterminés enveloppent une conique tangente aux 
deux côtés de l'angle. 

Soient o le point fixe, A et B les deux droites fixes , oab la sé- 
cante variable, m et m! des points tels 
que les distances am et bm' soient égales 
aux longueurs constantes données (fig. 4 1 ) . 
Les points a et 6 forment évidemment 
deux systèmes de divisions homographi- 
ques, et par suite il en est de même des 
Fig. 4i. points m et m'. Donc, d'après le théorème 

corrélatif du théorème VI, la droite mm! enveloppe une conique. 




79. — Les n côtés d'un polygone tournent autour de n points 
fixes, tandis que n — î sommets décrivent des droites fixes: le 
n 9 sommet décrit une conique. 

Soient o t , o f , o 8 o n les n points fixes, A t A t A^ les 

droites fixes, a n le sommet libre (fig. 4*) • 

Les sommets Oj et a t forment sur A, et A t deux séries de points 
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bomographiqtïf* ; d* même U t m H s 8ûr A, et A, , dône leé points 

a, tt « 8 forment des Systèmes 
homographiques. En continuant 
■" ainsi, on Arrive à voir que les 
points d t et a n _, sont homogra- 
phiques, et par suite que les droi- 
tes a^ t a«, a 4 a n sont homogra- 
phiques, donc leur intersection a n 
décrit une conique passant par les 
Fi 6- «- poinis o 4 et o n . 




Théorème corrélatif, 



Let n sqvmmU d'un polygone glimnt sur n droito /Lm* tent- 
ais que n — 1 côtés tournent autour de n— i pointe jtoe*; (0 
jr rtfé enveloppa um conique, 

Pour déaiQRtrer ce théorème, il suffît de transformer la figure 
que nous venons de considérer, par les polaires réciproques; 
cette trausfonnation montre eu môme temps que la conique est 
tangente aux deux droites fûtes eur lesquelles glissent les extré- 
ntités de la droite qui enveloppe la conique, 
ta démonstration que nous avons donnée du théorème direct 

s'applique ; évidemment au cas du 
triangle. Dans ce cas on peut immé- 
diatement trouver trois autres points 
de la conique. En effet, la droite a ± a t 
(flg. 45) peut occuper les trois posi- 
tions : o t o^ o f o % , ao 9 et Ton recon- 
naît immédiatement que les positions 
correspondantes de a s sont s b 9 c, a. 
Donc la conique doit passer par ces 
trais points» et comme elle passe en outre par o t et o t elle est 
complètement déterminée, 




Fig. 43. 
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Théorème X. 

80, — tes trois côtés d'un triangle tournent autour de trois 
points fixes, tandis que deux sommets se meuvent sur deux co- 
niques passant chacune par deux des points fixes : le troisième som- 
met décrit une conique passant par tes deux points autour desquels 
tournent les côtés dont ce sommet est t intersection. 
Cela résulte immédiatement de ce que les droites a x m x , ajn t 

(fig. 44) forment deux faisceaux ho- 
mogf aphiqtiGS, car chacun de ces fais- 
ceaux est homographique avec le fais- 
ceau des droites m, m t » Donc, en vertu 
du théorème VI f le lieu du point m est 
\ une conique passant par les deux points 

fcg. 44. a i ** a i« 

Ce théorème généralisé s'énonce ainsi : 

Théorème Xï. 

82. — Les n cutis d'un polygone tournent autour de n points 
fixes, tandis que n — î sommets glissent surn — 1 coniques, la 
conique sur laquelle glisse chaque sommet étant assujettie à passer 
par les deux points autour desquels tournent les côtés dont ce 
sommet est le point d'intersection : le n' sommet décrit une conique 
passant par les deux pivots des côtés dont il est V intersection. 

En effet, en procédant de proche en proche, on reconnaît fa- 
cilement que les deux côtés qui déterminent le sommet libre 
font partie de deux faisceaux homographiques. 

La transformation par les polaires réciproques conduit au 
théorème corrélatif suivant , qu'il suffira d'énoncer, 
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Théorème corrélatif. 

Les n sommets d'un polygone glissent sur n droites fixes, 
tandis que n — 1 côtés roulent sur n — 1 coniques , chaque co- 
nique étant tangente aux deux droites fixes sur lesquelles glis- 
sent les extrémités du côté qui roule sur cette conique : le n e côté 
enveloppe une conique tangente aux deux droites sur lesquelles 
glissent les extrémités de ce côté. 

Théorème ID. 

82. — Si trois coniques ont deux points communs, les trois 
droites 'qui joignent les autres points d'intersection des courbes 
deux à deux passent par un même point 

Soit S=to l'équation de Tune des sections coniques, a= o 
l'équation de la droite qui passe par les deux points communs, 
les équations des deux autres sections coniques seront de la 
forme S — fca(3=o, S — k'oLy=o. Les trois droites qui passent 
par les deux autres points d'intersection des courbes considé- 
rées deux à deiià sont donc (i=o, y=o, k$ — Ky = o 9 et on voit 
que la troisième] passe par le point d'intersection des deux 
premières. 

Théorème corrélatif. 

Si trois coniques ont deux tangentes communes, les trois points 
£ intersection des autres tangentes communes aux courbes deux à 
deux sont en ligne droite. 

Le théorème XII fournit une démonstration élégante et simple 
du théorème important connu sous le nom de Théorème de 
Pascal, et qui s'énonce delà manière suivante. 



PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES SECTIONS CONIQUES. 75 




Théorème XIII. 

83. — Les points de rencontre des côtés opposés d'un hexagone 
inscrit dans une conique sont en ligne droite. 
Soient m et n les points de rencontre des côtés opposés ab et 

de, af et cd (fig. 45). Je dis 
que la droite mn concourt 
au point de rencontre des 
deux autres côtés opposés 
6c et ef. 

Considérons, en effet, les 
deux systèmes de droites ab 
et cd, af et de, comme deux 
coniques ; on reconnaît im- 
médiatement qu'elles ont entre elles et avec la conique proposée 
la corde commune ad; donc les trois autres cordes concou- 
rent au même point. Or ces cordes sont mn, be et fe, ce qui 
démontre la proposition. 

Bien dans notre démonstration ne suppose que les six points 
abcdef forment sur la conique un hexagone convexe, et le théo- 
rème s'énonce plus généralement en disant : 

Six points étant pris à volonté sur une conique , si , partant 
de l'un d'eux, on passe par tous les autres avant de revenir au 
point de départ , et qu'on numérote les côtés dans l'ordre dans 
lequel on les a obtenus , les trois points d'intersection des cou- 
ples de côtés opposés (1, 4) (V«>) (3 9 6) sont en ligne droite. 

Le corrélatif de ce théorème, célèbre sous le nom de Théo- 
rème de Brianchon 9 est le suivant : 

Théorème corrélatif. 

Les trois diagonales qui joignent deux à deux les sommets op- 
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po*& (Tun hexagone circonscrit à une conique passent par un 

même point 

Ce théorème a toute la généralité du précédent, c'est-à-dire 
que l'hexagone peut ne pas être convexe. 

84. — Du théorème de Pascal et de celui de Brianchon on dé- 
duit plusieurs corollaires importante ; 

Corollaires. Lorsque deux sommets consécutifs de l'hexagone 
inscrit se confondent, le côté intermédiaire devient une tangente 
à la courbe ; ainsi « un pentagone, un quadrilatère, un triangle 
inscrits dans une conique, jouissent de propriétés qu'on déduit 
de celles de l'hexagone inscrit, en complétant le nombre des 
côtés par des tangentes aux sommets. 

En même temps que deux sommets de l'hexagone circonscrit 
se confondent, les deux côtés correspondants de l'hexagone cir- 
conscrit se placent en ligne droite, et le sommet intermédiaire de- 
vient le point de contact du côté double; ainsi , un pentagone, un 
quadrilatère, un triangle circonscrits à une conique jouissent de 
propriétés qu'on déduit de celles de l'hexagone circonscrit , en 
complétant le nombre des sommets par des points de contact. 

Nous allons énoncer (tes propriétés. 

Pentagone inscrit. — Du pentagone étant inscrit dans une 
conique, désignons seë côtés consécutife par lesnumérôs i ,2,3,4,5: 
le point de concours des côtés î et 4* celui des côtés 2 et 5, et 
celui de la tangente au sommet (i,5) avec le côté 5, sont en 
ligne droite. 

Cette remarque permet, étant donnés cinq points d'une co- 
nique, de construire les tangentes à là conique en ces points. On 
peut en effet compléter l'hexagone successivement par chacune 
des cinq tangentes. 

Pentagone circonscrit. — Désignons par les numéros 1,2, 3,4,5 
les sommets d'un pentagone circonscrit à une conique. Les 
droites qui joignent tas sommets 1 et 4, a et 5 * et ta point de 
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contact du côté (i ,5) atefc te &omtuèt 9, «e coupent toi m même 

point. 

Il résulte de là qu'étant données cinq tangentes à une oooique, 
pn pourra trouver leurs points de coptect. 

Quadrilatère inscrit. — Si Ton suppose que deux côtés d'un 
hexagone inscrit se réduisent à fcéro, on aura un quadrilatère 
inscrit, et les tangentes en deux sommets. Ces sommets peuvent 
d'ailleut* être adjacents ou opposés. 

Dans le premier cas, on a le théorème suivant : 

Si par deux sommets adjacents d'un quadrilatère inscrit dans 
une conique, on mène dès tangentes à cette courbe, les points 
de concours de chacune de ces tangentes avefc le côté adjacent 
au Sommet par lequel passe l'autre tangente, et le point de 
concours des deux autres côtés, sont trois points en ligne 
droite. 

Dans le second cas, on a l'énoncé suivant : 

Dans tout quadrilatère inscrit à une conique, îeâ points de 
concours des côtés opposés, et celui des tangentes menées par 
deux sommets opposées sont en ligne droite. Cet énoncé définit 
quatre points qui sont en ligne droite. 

Quadrilatère circonscrit. — Voiéi, relativement au quadri- 
latère circonscrit, les deux théorèmes corrélatifs des précédents : 

i° Dans tout quadrilatère circonscrit à une conique, les droites 
qui joignent deux sommets opposés aux points de contact des 
tangentes issues de l'un des deux autres sommets, se coupent 
sur la diagonale qui joint les deiix autres sommets opposés ; 

2° Dans tout quadrilatère circonscrit, les deux diagonales et 
les droites qui joignent les points de contact des côtés opposés 
se coupent au même point, 



Trungl» imûriîj *~ Supposons que l'hexagone inscrit se ré* 
duisé à un triangle, par l'évanouissement de trois côtés non con* 
séeutife. Le théorème de Pascal se jnodifie de lu manière sui- 
vante; 
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Les points de rencontre des côtés d'un triangle inscrit avec 
les tangentes aux sommets opposés sont en ligne droite. 

Triangle circonscrit. — Dans tout triangle circonscrit, les 
droites qui joignent les sommets aux points de contact des côtés 
opposés passent par un même point. 

Comme application de ces deux derniers théorèmes, nous si- 
gnalerons la détermination de la tangente en un point quel- 
conque de la conique du théorème VI, et celle du point de 
contact d'une tangente quelconque à la conique du théorème 
corrélatif. 

Enfin nous ajouterons qu'une conique étant donnée par cinq 
points ou par cinq tangentes, le théorème de Pascal et celui de 
Brianchon permettent évidemment de résoudre ces deux pro- 
blèmes : construire un sixième point quelconque et la tangente 
en ce point ; construire une sixième tangente quelconque et son 
point de contact II est d'ailleurs aisé d'obtenir les éléments de 
la courbe. (Voyez les leçons de géométrie analytique, n*286.) 

Nous donnerons encore le théorème suivant , comme complé- 
ment de celui de Pascal. 



Théorème XIV, 



85. — Étant donné un hexagone inscrit dans une section co- 
nique, on prend les points d'intersection des côtés opposés, puis les 
points d intersection des trois diagonales avec les deux côtés opposés : 
les neuf points ainsi obtenus sont situés sur trois droites passant 
par un mime point. 

La première partie du théorème résulte immédiatement de 
l'hexagone de Pascal. En effet, outre l'hexagone abcdef (fig. 46). 
dont les points de concours des côtés opposés forment un pre- 
mier système de points en ligne droite, on peut former deux 
hexagones où les trois diagonales du premier entrait comme 
côtés, et les côtés de l'hexagone donné successivement comme 
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côtés opposés par rapport à ces diagonales : ce sont les deux 




Fig. 46. 

hexagones adcfeba et adebcfa. Les trois droites qui doivent con- 
courir en un même point sont donc AB, A'B', A"B". Soient a = o, 
P = o, y = o, y* = ad + (î + e y = o, les équations respectives 
des droites ab,cd, ad, 6c. L'équation delà conique est 

Les droites de et af, qui passent respectivement par les points 
d et a, ont pour équations n|î — y=o, ma — y=o. 

Pour avoir l'équation de la droite be 9 cherchons les coordon- 
nées du point où de rencontre la conique. A cet effet , rempla- 
çons 7 par nfl dans l'équation de la conique : il vient a — n-f= o, 
équation d'une droite qui, passant par les points 6 et e 9 n'est 
autre que be. On trouve de même, pour l'équation de la droite fc, 
(3 — my=o. Cela posé, nous avons les coordonnées des points 
A, A', A", R, R', R", que nous écrivons dans le tableau sui- 
vant : 



( « = o 



B 



B' 



— Y = O 



p = 





ma — 


ï : 


p= 





« — 


ny 



— riY = o 
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IIVR8 ». — * GHiP. IY. 



■■{;: 



P 




( a — n-/ =. o 



Les équations des droites AB, A'B\ À W B" sont par suite 

ma + W P — ? = o 
ma, + «p -*- mn?' == o 
Y — mn-f' =b o 

Ces trois droites passent par un même point, puisque l'équation 
de la troisième résulte des deux autres combinées par sous- 
traction. 

Théorème corrélatif. 

Étant donné un hexagone circonscrit à une conique, on joint 
par (k$ imfà Us sommets Q.ppo$ès, pu\$ çHque wtnmet au point 
de concourt $es fyux cQté* adjaçtnU <MW qui passent par de 
sommet : les neuf droites ainsi obtenues passent trois à troiç par 
trois points % qui sont sur une même drçite s 

Thçojrèjpç T£V. 

80» ~~ On donne une comique H 4**? <M ses Umgentee; deux 
côtés (Sun trimçle mriable tournent auteur dç èe*n points fixes, 

tendis q*4 demoo sommets 
çhssent sur le* d&M tan- 
génies, et que ty cMqui te* 
tmpt reste tàn§ent é fa #p~ 
nique : te Heu décrit par le 
jroisièmç sommet est une 
a muiquepaèsantparlesdeux 
points fixes. 

Soient a et 6 les points 
fixes, e et d Içs Sommets 
Fig. 47 qui décrivept les tangentes 

o<Xj op; m le point décrivaai (fig. 4y)» les ^ystèn^s des points c 
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etd sont homographiques, d'aprte ta théorème corrélatif du 
théorème VI. Jtonc les faisceaux des droites am et bm sont ho- 
mographiques , et le poiqt rçi décrit pe conique passant par les 
points a et 6. 

Des positions particulières de la droite ci déterminent d'au- 
tres points de la courbe qu'il est bon de remarquer. Lorsque ci 
se confond avec Tune c'd r des deux tangentes menées par le 
point a à la courbe donnée , le point m occupe la position d\ 
Ainsi la courbe passe par les points de rencontre de là droite oj3 
et des tangentes menées par le point a à la courbe donnée. Elle 
passe de même par les points de rencontre de la tangente 0% et 
des tangentes menées par le point 6. Enfin, lorsque la droite ci 
s'applique sur oa, la limite du point c est le point de contact p 
de oa ; celle du point d est le point 0. La courbe passe donc par 
les points de rencontre des droites ap, ob ; et de même par celui 
des droites bq, oa, Noijs connaissons ainsi huit points du lieu. 

WM*»è*M «*»*éltttlf* 

On imm* une eonique et deux peints fixe* mr cette <****#* 
deux sommets i'm triangle mriabk gUssmt sur deu# dPûétee 
fixes, tandis que deux côtés tournent autour des points fixes, et 
que le sommet qu'ils déterminent décrit la conique. Le troisième 
côté enveloppe une conique tangente aux deux droites fi$es. 

Nous laissons au lecteur le soin de déterminer six autres tan- 
gentes, d'après des positions particulières du sommet qui décrit 
la conique donnée* 

eeNffcrt» PAWAir par ^vatre points m tangentes 

A QUATRE DROITES. 



87. — Les coniques qui passent par quatre points fixes détm* 
minent sur tuie itmta fixe du points en inoêlutUn. 
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Soient a, &, c, d les points fixes (fig. 48), a=o, (ï=o, y= o, 
uyf , S = aa-|- b$ — y — °> ^ es équations des 

m ^^— ^ — -Y"^C"~~~ droites 6c, ad, aft, de. 

Soit encore 

(i) ma -J- »p — y = ° 




o 6 



Fig. 48. 

l'équation de la droite fixe mm'. 
L'équation de la conique peut se mettre sous la forme 

(a) ap — h{ (a* + b$— t) = o. 

En éliminant y entre les équations (i) et (2), nous obtien- 
drons une équation du second degré homogène entre a et fa 
Elle se décomposera en deux autres 

« = *iP > a = k £> 

qui seront celles des deux droites passant par le point d'inter- 
section des droites ad et 6c, et par les points d'intersection de 
mm' et de la conique. Il reste à faire voir que ces droites sont en 
involution. Or l'équation du second degré étant 

km(a — m)«* + ^P — W )P* +••••• = °> 

on en déduit 

kk _ *(* — ») 
m\a — m) 

Ce produit étant constant, les droites en question forment in- 
volution, et les droites <x=o, (î=o, ou 6c, ad, sont deux droites 
conjuguées. 

L'involution est définie par les données. Car deux côtés op- 
posés du quadrilatère coupent la sécante en deux points conju- 
gués et deux systèmes de deux points conjugués déterminent une 
involution. 

Les deux points doubles de l'involution sont les points de 
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contact de deux coniques tangentes & la droite rom\ et passant 
par les quatre points. 

Corollaire. Par quatre points donnés, on peut faire passer 
deux coniques (réelles ou imaginaires) tangentes à une droite 
donnée. Les considérations précédentes permettent de construire 
les points de contact, d'après la théorie de Tinvolution. 

Théorème corrélatif. 

Les tangentes menées par un point fixe aux coniques tangentes 
à quatre droites fixes sont en inwlution. 

Les deux droites doubles sont les tangentes à deux coniques 
passant par le point fixe et tangentes aux quatre droites. 

Corollaire. On peut faire passer par un point donné deux 
coniques tangentes à quatre droites données. La construction 
résulte de ce qui précède. 

Théorème II. 

88. — V enveloppe des droites qui sont coupées harmoniquement 
par deux coniques données est une conique. 

Rapportons la figure aux trois côtés du triangle dont les som- 
mets sont les pôles doubles du système des deux coniques. 
L'équation de l'une- des coniques est de la forme 

Aa* -f Bp f + Cf* + aDpY + aE^a -f- aFap = o. 

Il faut exprimer que chaque sommet du triangle est' le pôle du 
côté opposé. Or la polaire d'un point quelconque (a',^^ 1 ) a pour 
équation 

Les coordonnées du point m où se rencontrent les axes a et p 
sont a' = o , £J' = o. La polaire de ce point a donc pour équation 

6 
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fy se o« En identifiant cette équation avec y = o, on obtient 



D 



E=o. 



On trouverait de même F = o. L'équation de la conique est donc, 
si l'on fait Gc=i t 



Soit pa + çp — y=o 
l'équation de la sécante mo- 
bile. Si nous éliminons y 
entre ces deux équations, 
nous obtenons une équation 
homogène du deuxième de- 
gré qui représente les deux 




\ 
\ 



—-^ droites ma, ma! (fig. 49) • 
Cette équation est 



Fig. 49. 



(») 



(A + ;>')«' + {D-f- ?•)?» + «p?«p = o. 



On a de même, pour représenter les deux droites mb, mb', l'é- 
quation analogue 



M 



(A' -f p V + (B' -f q*) p -f *pq4 ts± o, 



en observant que l'équation de la deuxième conique est 

AV+B'P»+y , = o. 

Exprimons, que ces droites sont en involution, 
k représentant la coordonnée d'une droite, la condition, pou* 
que quatre droites soient harmoniques conjuguées, est 



k *— k % 4 ftp'-' * 
Kf — - /fcj Ajj k t 






ou 



à (Wt + Mi) - (*o + *j (* t + *,) *; o. 
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Noua ayons à remplacer ici k Q et k { par les racines de l'équa- 
tion (i) et k %i k è par les racines de l'équation (2)* Si l'on fait 
cette substitution , ce qui est très-simple, puisqu'on n'a besoin 
que de la somme et du produit des racines, il vient pour équa- 
tion en coordonnées tangentielles de la courbe cherchée 

Cette équation étant du second degré, on voit que l'enveloppe 
cherchée est une conique, et comme elle ne renferme que des 
termes carrés, chaque côté du triangle mnp est encore la po- 
laire du sommet opposé par rapport à cette conique. 

« 

Corollaire. Quand la droite mobile passe par l'un des points 
d'intersection des coniques, elle devient tangente en vertu de ce 
principe que si, dans un système de quatre points formant une pro- 
portion harmonique, deux points viennent à se Confondre, il y en 
a décessairement un troisième qui se confond avec ces deux* Les 
tangentes menées aux coniques données par les points d'inter- 
section sont donc des positions particulières de la droite mobile* 
Ces positions sont au nombre de huit, d'où ce théorème : 

Si, aux quatre points d'intersection de deux coniques , 011 
mène des tangentes à ces courbes, on a huit droites qui sont tan- 
gentes à une môme conique* 

Théorème corrélatif* 

Le lieu dès points d'où Us tangentes menées à deux coniques 
fixes forment un faisceau harmonique est une conique* 

De plus, les huit points de contact des quatre tangentes Com- 
munes sont sur cette même conique. 

Théorème m. 

89. — Les polaires d'un point fixe, par rapport à toutes les 
coniques meiiéeé par quatre points donnés, passent par un même 
point. 
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Soient S = o , S' = o , les équations de deux coniques parti- 
culières passant par les quatre points. L'équation générale de 
toutes les autres est S — k S' = o , k étant un paramètre arbi- 
traire. Soient maintenant a = o, a'==o, les polaires du point 
fixe par rapport aux coniques S et S'. L'équation de la polaire 
du même point par rapport à la conique S — fcS' est a — k a' = o ; 
et Ton voit que toutes les droites représentées par cette équation 
passent par le point d'intersection des droites a = o , a'== o. 

Si l'on veut construire ce point, on peut prendre pour co- 
niques particulières deux des systèmes de droites passant par les 
quatre points. 

Théorème corrélatif. 

Les pôles d'une droite fixe par rapport à toutes les coniques 
tangentes à quatre droites fixes sont sur une même droite. 

Corollaire. En supposant que la droite s'éloigne à l'infini , 
on arrive à ce résultat , que : 

Le lieu des centres des coniques inscrites dans un quadrilatère 
est une ligne droite. 

On a immédiatement trois points de cette droite en considérant 
les trois diagonales comme limites d'ellipses inscrites; les mi- 
lieux de ces diagonales appartiennent à la droite. Cela démontre 
incidemment que les milieux des trois diagonales d'un quadri- 
latère complet sont en ligne droite. 

Remarque. — Étant donnés un quadrilatère auquel différentes 
coniques sont circonscrites et le point fixe par rapport auquel 
on prend les polaires, le point par lequel passent toutes ces po- 
laires est son conjugué réciproque. 

Théorème IV. 

60. ' — On donne un quadrilatère auquel une série de coniques 
sont circonscrites et une droite sur laquelle se meut un point : le 
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lieu du conjugué réciproque de ce point par rapport à deux quel- 
conques de ces coniques est une conique fixe. 

Soient a,b,c,d les sommets du quadrilatère, M la droite don- 
née, p un point de cette droite, p' son conjugué (fig. 5o). 

Soient S et S' deux des 
coniques circonscrites au 
quadrilatère, r et s les 
pôles de la droite M par 
rapport à ces coniques. 
Les polaires ef du point p 
par rapport à s forment, 
lorsque ce point se dé- 
place, un faisceau passant 
Pi g . bo. par le point r et ayant 

même rapport anharmonique que le système des positions corres- 
pondantes du point p. 11 en est de même pour le faisceau des 
polaires grftpar rapport à la conique S', qui toutes passent par le 
point. Donc ces deux faisceaux sont homographiques. Le lieu 
du point p' intersection de deux droites correspondantes dans 
les deux faisceaux est donc une conique passant par les points r 
et s. — Il résulte de cette démonstration que tous les points tels 
que r et « se trouvent sur une même conique, d'où cet autre 
énoncé du théorème : 

Le lieu des pôles d'une droite fixe par rapport à toutes les co- 
niques passant par quatre points fixes est une conique. 

On a immédiatement trois points de cette conique, en pre- 
nant pour trois des coniques deux côtés opposés du quadrilatère, 
les deux autres côtés et les deux diagonales. Gomme le pôle d'une 
droite quelconque par rapport à un système de deux droites est 
l'intersection des deux droites, il en résulte que dans le pro- 
blème qui nous occupe, quelle que soit la position de la droite M,, 
la conique dont il s'agit passe toujours par trois points fixes 
qui sont les points d'intersection des côtés opposés du quadri- 
latère et celui des diagonales. 
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Théorème corrélatif. 

Les polaires d'un point fixe par rapport aux coniques inscrites 
dans un quadrilatère fixe enveloppent une conique. 

CONIQUES TANGENTES A DEUX DROITES DONNÉES 
EN DEUX POINTS DONNÉS. 

91. ~ Cherchons l'équation d'une conique tangente aux deux 
droites a=o et fi = o aux points où elles sont coupées par la 
droite f = o. 

Nous avons trouvé pour l'équation générale des coniques cir- 
conscrites à un quadrilatère 

af — fc-fS = o. 

En supposant que les points d'intersection de 8 avec a et (î se 
rapprochent indéfiniment des points d'intersection de y avec les 
mêmes droites, on voit que la conique tend à devenir tangente 
à a et § aux points de rencontre avec y, d'ailleurs 8 tend vers y ; 
donc en passant à la limite, l'équation de la conique cherchée 
est 

(i) ap— .*r 8 =o. 

En se donnant un point de la courbe, on détermine la con- 
stante fc, donc un point suffit pour achever de déterminer cette 
conique. 

En coordonnées tangentielles l'équation (i) a encore la même 
signification; a = o, 8= o sont alors les équations des deux 
points de contact, y = o celle du point de concours des tan- 
gentes. 

L'équation (I) , en coordonnées homogènes se traduit ainsi : 

Théor èm e I, 

le produit des distances d'un point quelconque d'une conique à 
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deux tangentes fixes est proportionnel au carré de la distance du 
même point à la corde de contact. 

La même équation, en coordonnées tangentieUes, donne 
l'énoncé suivant. 

Théorème corrélatif. 

Le produit des distances de deux points de contact de deux tan- 
gentes fixes à une tangente mobile est proportionnel au carré de la 
distance du point S intersection des deux tangentes fixes à la tan- 
gente mobile. 

Théorème il. 

92. — «■ On donne une conique et un point p, par ce point on 
mène une sécante qui coupe la conique en deux points a et a'. Si 
Ton prend un point o fixe sur la conique, les droites oa, ça' for- 
ment involution. 
Menons par le point p (fig. 51) les deux tangentes pc et pd. 

Les quatre droites ip, ca, cd et cd 
forment un faisceau harmonique; 
donc il en est de même des quatre 
droites qui joignent les points c, a, 
d 9 a' au point o, et par conséquent 
les droites oa et oa' forment inyolu- 
tfg. s*. tion. 

Les droites doubles sont oc et od. 

Théorème corrélatif. 

Étant données une conique et une droite fixes , par chaque point 
de la droite on mine des tangentes à la conique : elles détermi- 
nent sur une tangente fixe des points en involution. 

Les points doubles sont les points d'intersection de la droite 
avec la conique. 
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Théorème m. 

93. — Étant donnés une conique et un point fixes, par ce point 
on mène un système de droites formant involution; V enveloppe de 
la droite qui joint les points d'intersection de deux droites con- 
juguées avec la conique est une conique. 

Soienta = o, (î = o les équations des droites doubles ; les équa- 
tions de deux droites conjuguées 
sont a = ± a$ ; représentons par 
a — m(î= o , a — nfî= o , les tan- 
gentes réelles ou imaginaires menées 
à la conique proposée par le point 
donné p (fig. 52), et pary=o la 
Fig. 5«. corde de contact, ou la polaire du 

point p. L'équation de la conique est alors 

(oc — 77$) (a — nP) — krf = o. 

Représentons la droite ba dont nous cherchons l'enveloppe 
par 

P a + ?P + w = °« 

Pour trouver les points d'intersection de cette droite et de la 
courbe, nous éliminerons y entre leurs équations ; il vient 

r a (ot — m$)(* — np) — A(pa+Jp)* = o. 

Cette équation homogène en a et (3 représente les droites pa 
et pb. Pour exprimer qu'elles forment une involution dont les 
droites a et (1 sont les droites doubles, il suffit d'exprimer que 
le coefficient du terme en a(ï est nul. La condition est 



, m + n t 
pq -f _ £- r» = o. 
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Cette équation est celle du lieu en coordonnées tangentielles. 
On voit que ce lieu est une conique tangente aux droites repré- 
sentées dans le premier système par les équations a =o,p=o, 
suivant la droite y= o. On connait encore quatre autres tangentes à 
cette conique : ce sont les tangentes menées à la courbe don- 
née par les points où elle rencontre les droites doubles. 

On peut supposer, dans cette question, que le faisceau de 
droites en involution est formé par les diamètres conjugués d'une 
conique, ce qui permet d'énoncer le théorème sous une forme un 
peu différente. 

Théorème corrélatif. 

Étant donné sur une droite un système de points en involution, 
on mène par ces points des tangentes à une conique : le lieu des 
points £ intersection des tangentes correspondant à deux points 
conjugués est une conique. 

Cette conique passe par les points doubles dévolution et par 
les points de contact des tangentes menées des points doubles à 
la courbe proposée. Enfin elle passe aussi par les points d'inter- 
section des tangentes menées à cette courbe par le centre d' invo- 
lution avec les tangentes parallèles à la droite donnée. Nous 
avons ici dix points situés sur une même conique. Il en résulte 
un théorème qui peut s'énoncer sans qu'on fasse mention de la 
théorie de l'involution, et auquel nous ne nous arrêtons pas. 

Théorème IV. 

94. — Quand deux coniques sont inscrites dans un même 
angle 9 il y a deux sécantes communes qui passent par le point 
d'intersection des cordes de contact. 

En effet, en retranchant membre à membre les équations des 
deux coniques, mises sous la forme 
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on trouve pour les équations de deux des sécantes communes 



-*•>/?• 



et l'on voit que ces sécantes passent par le point d'intersection 
des cordes de conctact y et 8. 
Corollaire, On peut établir une correspondance entre les 




Fig. 53. 



points du plan pris deux à deux. Soient a, £, y les coordonnées 
d'un point a (fig. 53). Posons 






Vft ? s / ' 



a' §' S' sont les coordonnées, relativement aux axe3 *, (ï, 8, d'un 
point a'. Il est aisé de voir, en tirant de nos relations les valeurs 
de a et de (î, que si le point a est sur la première courbe, le 
point a' est sur la seconde. Gela a lieu quel que soit le signe 

donné à i/ p . On passe des points de la première courbe à ceux 
de la seconde par l'une ou l'autre de ces deux transformations. 
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Désignons par o le point de rencontre das tangentes commîmes 
a et p. Les points a, cl sont sur une même droite menée par le 

point o. Gela résulte de la relation - = &. Ainsi menons par le 

pomtou^esécantequirencontrelapremière courbe enaeta lf la se- 
conde en a' et a\. Au point a correspond le point a' ou le point a' 4 , 

suivant le signe qu'on donne à l/p ; au point a x correspondent 

respectivement dans les mêmes cas a\ et ai. 

Par cette transformation, une droite donne une autre droite. 
Car l'équation 

an -J- ba = y 

devient 



•=*\/ê 8 - 



*<*'+*? 



Deux droites correspondantes se coupent sur l'une des droites 



= ± v / ^ 8 - 



c'est-à-dire sur l'une des sécantes communes dont on a parlé. 

Si donc on mène deux sécantes oa, 06, les cordes 6a, Va' se 
coupent sur l'une des droites d'intersection mn des deux coni- 
ques; afi x , a\b\ se coupent sur la même droite mn. Mais les 
cordes ab et a! l b\ , a i b l et etb 1 se coupent sur l'autre des deu* 
sécantes communes en question, ro'n'. 

En faisant tendre le point b vers le point *, on voit que le 
même théorème s'étend aux tangentes en a, a', a t , a' t : elles 
doivent se couper sur mn ou sur mV. 



Problème I. 

95. _ Construire une conique dont on connaît deux tangentes 

et trois points. 
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On peut tirer parti de ce corollaire pour construire une conique 
dont on connaît deux tangentes et trois points ou bien trois tan- 
gentes et deux points. 

Soient oa, o(î les deux tangentes, a, b, c les points donnés 
(fig. 54) » je décris un cercle quelconque tangent aux deux droites 



o ^^ 



'mi/ 
J i ; 

il// 
n)'l 

'•il 

l>l 
"t 

ï 

Fig. 54. 



données. Je mène les droites oa, ob , oc qui coupent le cercle 
en a", 6", c u : les droites ac, a"c", et les droites bc, b"c" se cou- 
pent sur Tune des sécantes communes et la déterminent. On ob- 
tient ainsi les deux points p et p' d'intersection du cercle avec la 
conique cherchée. En considérant les autres points d'intersec- 
tion a\ &', c' des droites oa, ob, oc avec le cercle, on construit 
de même la deuxième corde commune, et par suite deux nou- 
veaux points de la courbe cherchée. Ces deux sécantes com- 
munes sont réelles, mais les points d'intersection qu'elles joi- 
gnent peuvent être réels ou imaginaires. 

Nous sommes en état maintenant de construire un point 
quelconque de la courbe et la tangente en ce point. On prend 
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pour cela un point d" sur le cercle, on mène od" : soit d le point 
où elle rencontre la courbe. Les droites c"d" et cd coupent pp 1 
au même point. 

Pour construire la tangente en d, il suffit d'observer que les 
tangentes en d et d' coupent pp' au même point. 

Le point de contact r de la conique cherchée avec la droite oa 
se détermine de même par cette considération que les droites 
menées de deux points correspondants des deux courbes aux 
points de contact r et r' se coupent sur pp'. 

Cherchons maintenant combien le problème admet de solu- 
tions. On peut faire correspondre les points a, ft, c soit avec 
a', b\ c\ soit avec a", b'\ c", et il se présente huit combinaisons 
différentes. Mais ces combinaisons donnent deux à deux la même 
solution. Car si Ton prend, par exemple, la combinaison a'ft"c", 
on sera conduit à considérer pour la même solution la combi- 
naison a"b'c\ En sorte qu'il n'y a en réalité que quatre solutions 
distinctes. 

Théorème eorrélaitf. 

Lorsque deux coniques ont deux points communs, les points 
d'intersection des tangentes menées à chaque conique par ces 
points , et ceux de deux couples de tangentes communes sont en 
ligne droite. 

De plus , si par deux points de la sécante commune on mène 
deux tangentes à l'une des coniques et deux tangentes à l'autre, 
le point de rencontre des deux premières tangentes et celui des 
deux autres sont sur une droite qui passe par le point d'inter- 
section de deux tangentes communes. 

Comme cas limite , si par un seul point de la sécante com- 
mune on mène une tangente à chaque conique, les points de con- 
tact sont en ligne droite avec l'un des points de concours des 
tangentes communes. Cette dernière conséquence a déjà figuré 
parmi les corollaires du théorème direct. 
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Problème II. 

96* — Construire une conique dont on connaît trois tangentes 
et deux points. 

La solution de Ce problème se déduit du théorème précédent, 
comme celle du problème I se déduit du théorème IV. On dé- 
crit un cercle quelconque passant par les deux points donnés. 
Puis, d'après le théorème précédent, on construit aisément deux 
tangentes communes, les points de contact des tangentes don- 
nées , Une tangente quelconque avec son point de contact. 

Ce problème, comme le précédent, admet quatre solutions. 

APPLICATION DBS CONSTRUCTIONS PRÉCÉDENTES A LA PAftABOLÈ. 

07* — Nous savons maintenant construire une section conique 
déterminée par cinq conditions , quand ces conditions sont des 
points de la courbe ou des tangentes. Au moyen, des polaires 
réciproques > on petit construire une parabole déterminée par 
des conditions de ce genre au nombre de quatre. En effet , la 
polaire réciproque d'une parabole est une conique pâssaftt par 
le centre de la courbe directrice. Ainsi la polaire réciproque de 
là parabole demandée est déterminée par cinq points ou tân~ 
gentes faciles à construire si Ton prend, par exemple, un 
cercle pour courbé directrice. On trouvera donc autant de con- 
ditions nouvelles qu'on Voudra pour cette courbe polaire réci- 
ftfôque, et on en déduira aisément les conditions correspon- 
dantes pottr la parabole. Entré autres, on trouvera la direction 
de Taxe par la considération suivante. Là polaire réciproque 
passant par le centre du cercle directeur, menons par ce point 
One tangente â cette courbe. A cette tangente correspond âur là 
Courbe cherchée un point à l'infini danâ la direction perpendicu- 
laire. Cette direction est celle de Taxe. Quand on la possède, on 
applique, en les simplifiant, les théorèmes dé Pascal et de 
Brianchon et leurs corollaires : la simplification tient à ce qu'on 
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peut, dans le cas de la parabole, supposer que l'un des côtés de 
l'hexagone inscrit * ou de l'hexagone circonscrit, se transporte à 
1* infinie On aura par là des constructions simples de la coilrbe 
par points. 

Théorème V. 

68. — Quand deux coniques ont mime foyer, si par ce point on 
mine deux sécantes, et qu'on joigne par des droites les points où 
ces deux sécantes rencontrent chaque courbe, ces droites se cou- 
pent sur une sicante commune. 

Ce théorème est une conséquence du théorème sur les coni- 
ques inscrites dans un même angle. En effet, deux coniques 
ayant un foyer commun peuvent être considérées comme étant 
toutes deux tangentes à deux droites imaginaires. Les équations 
de ces coniques sont 

& + y* s* #8*. 
On peut les écrire ainsi : 

(y + x v/^T) (y — x y/^î) = AS 8 . 
On Voit que les deux courbes sont tangentes aux droites 

y + x\f^l = o, 
y — # y**~i a*; o, 

respectivement suivant les droites y = o et 8 = o, qui sont les 
directrices. 

De même si car ce foyer on mène une sécante, et qu'aux 
points où elle rencontre chacune des courbes on mène des tan- 
gentes, ces tangentes se coupent encore par une sécante com- 
mune. 
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Il faut observer que cette sécante commune peut joindre des 
points d'intersection réels ou imaginaires des deux courbes. 

Remarque. Transformons ce théorème par la méthode des 
polaires réciproques, en prenant pour courbe directrice un 
cercle décrit du foyer commun comme centre. Nous arrivons à 
cet énoncé de géométrie élémentaire. Étant donnés deux cer- 
cles, si on leur mène à chacun deux tangentes parallèles à deux 
directions différentes, les points d'intersection des tangentes me- 
nées à chaque cercle sont sur une droite passant par l'un des 
centres de similitude. 

En partant de ce dernier énoncé, et le transformant par la 
méthode des polaires réciproques, on a du théorème précé- 
dent une démonstration affranchie de la considération des 
imaginaires. 

CONIQUES AYANT UN DOUBLE CONTACT. 

90. — On dit que deux coniques ont un double contact lors- 
qu'elles se touchent en deux points, et la droite qui joint les 
points de contact s'appelle la corde de contact. 

Théorème I. 

100. — Lorsque deux coniques ont un double contact avec une 
autre conique, deux des cordes communes se coupent au point 
d'intersection des cordes de contact 

Soit S = o l'équation de la première conique ; les équations 
des deux autres sont, si l'on désigne par y = o et y=o les 
cordes de contact : 

S — ^« = 0, S — ftY s = o- 
Deux sécantes communes ont pour équations s 



éy 1 — AY 2 = ° ou Y 



-*'Vr 
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On reconnaît que ces droites passent par le point d'intersec- 
tion de y=o et y'=o, et de plus qu'elles forment avec elles 
un faisceau harmonique dont elles sont deux droites conjuguées. 

Théorème corrélatif. 

Étant données deux coniques S t et S, doublement tangentes 
à une troisième conique S, te point de rencontre des tangentes 
communes aux courbes S et S, , celui des tangentes communes 
aux courbes S et S 4 , et deux sommets du quadrilatère circonscrit 
aux deux courbes S t et S 4 , sont en ligne droite. De plus, ces 
quatre points forment une proportion harmonique. 

Théorème II. 

101. — Étant donnés une conique et deux points fixes, on con- 
sidère les diverses coniques passant par ces deux points , et dou- 
blement tangentes à la conique donnée : toutes les cordes de con- 
tact se coupent en un mime point situé sur la droite qui joint les 
points fixes. 

Car, d'après le théorème précédent, deux cordes de contact 
quelconques doivent se couper au même point que les cordes 
communes, et par suite sur la droite des points fixes. 

Théorème corrélatif. 

Étant données une conique et deux droites fixes, on considère 
les diverses coniques tangentes à ces deux droites , et doublement 
tangentes à la conique donnée : les points d'intersection des tan- 
gentes communes à ces diverses coniques et à la proposée sont sur 
une droite qui passe par le point de rencontre des droites fixes. 

> Théorème m. 

102. — Étant données trois coniques doublement tangentes à 

7 
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une quatrième* les six cordes, communes gui se WMjtf »U Wf les 
(trc$<?$ de contact passent, trofc à trois par un mime point., 

$oit 8 ?= a V équation de & quatrième WQ^Pfô> Celte» des an- 
tres sont de la forme 

S — frf f = o, S — AY s =o, S — AY 8 = oj 

et les équations des six cordes communes sont : 



(o ï=±\/jbï' 




« 



(3) f 






• 



On peut former quatre combinaisons de trois droites passant 
par* un même point , en prenant trois signes + , ou deux si- 
gnes — et un signe +. 

Théorème corrélatif!. 

On donne trois coniqim foublemçnt tangentes à une qua- 
trième^ les tangentes commww se. coupent trois, à trçiê sur une 
même droite* 

103- — Un triangle fàant inscrit dans une conique*, si deux 

côtés sont taugmfà<à deu&cou** 
be$ données kk troisième» *ty&-. 
loppe W* couvbé tett* quA tes 
droites qui joignent le* sommet* 
du triangle, dans une de ses po- 
wéioms aux points de contact 
des côtés opposés se coupent au 

Fig.. 55. m rr r 

même point* 
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, Considérons en effet deux positions abc, a'b'c' (fig. 55) du 
triangle, ce qui nous fournit X hexagone inscrit acba'c'b'. Il ré- 
sulte immédiatement du théorème de Pascal que le point de ren- 
contre p des deux côtés opposés ba' et 6'a se trouve sur la 
droite wn qui joint les points de rencontre des autres côtés op- 
posés. 

Soit p i le conjugué harmonique de p par rapport à a et b'i 
ce point est évidemment la limite du point (i, intersection des 
côtés ba et b'a'. Or on sait que si l'on joint ap, , am, 6'n, ces 
trais droites se coupent en un même point. Donc il en est de 
même à la limite, c est-à-dire quand les points mnp f sont de- 
venus les points de contact* 

Cette propriété nous permet de trouver le point de contact 
de ab avec son enveloppe, connaissant les points de contact cor- 
respondants des droites ac et bc avec les (*>urbes fixes. 

Remarque. La droite tpii joint le point de rencontre des tan- 
gentes à la conique en a et b au point de contact de ab avec 
son enveloppe est la polaire du point p; il en résulte que les 
trois droites analogues se> eowpent au môme point > car en vertu 
du théorème de Pascal , les trois points p sont en ligne droite. 

Théorème corrélatif. 

Étant donné un triangle circonscrit à une. conique , si deux 
sommets décrivent deux courbes fixes > le troisième décrit une 
combe telk que les points de rencontre des tangentes A ces trois 
comte* m trois points correspondants* mec h& côtés apposé* dit 
triangle, sont en ligne droite. 

Cela permet de construire la tangente à la troisième courbe 
en un point quelconque. 

Remarque. Les points de rencontre des mêmes tangentes 
avec les côtés du triangle inscrit correspondant sont aussi en 
ligne droite. 
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Théorème V. 



104. — Un triangle variable étant inscrit dans une conique, si 
deux de ses côtés passent par deux points fixes, le troisième en- 
veloppe une conique doublement tangente à la proposée suivant 
la droite qui joint Us points fixes. 

Menons la droite ab qui joint les points fixes, et par les points 

T/ « où elle rencontre la conique, menons 
les tangentes à cette courbe (fig. 56). 
Soient a=o, (3=o et 7=0 les équa- 
tions de ces tangentes et de la droite 
des contacts ab. 

m 

L'équation de la conique est 




Cherchons maintenant l'équation de la droite ci. Les coor- 
données des points a et 6 sont définies par les relations 



Y = o, p — «a = o 



pour le point a, et 



Y = o, P — éa =: o 



pour le point b. De même celles des points c, d, e, qui doivent 
satisfaire à l'équation de la conique, sont données respective- 
ment par des relations de la forme 



a — my = o , 



p--ï= 



0; 



a — ny =0 



a — ov = o. 



P—Z 1 — 



°5 



k 



P — Z 1 = 0. 
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Cela posé, l'équation de ce est de la forme 



-tnY + x(p--Y) = o. 



puisque cette équation représente une droite passant par le 
point c , et on déterminera X en exprimant qu'elle passe par le 
point e , ce qui donne : 






L'équation de ce est donc 



a + T^ — (m + p)t = o. 



On trouve de même pour de et ci 

a + — p - (m + n)f = o. 

Exprimons que ce passe par le point a , et de par le point ft, 
il vient : 



k . A 

d'où: 



mp + -=o, n^-J--==o; 



A 1 , kla + b) 

aop* abp 

Portant ces valeurs dans l'équation de cd, il vient : 

abp % <* + *P + kp{a + b)f = o. 

Pour trouver l'équation de l'enveloppe de cette droite en coor- 
données tangentielles , il nous suffit maintenant de l'identifier 
avec l'équation 

vol -f- sp -— y =r ° > 
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* 

et entre les relations obtenues, d'éliminé* j>> on a 



abp _ i 

k(a + b)~ T ' C p(a-fi) - *' 



d'où; 



FS — - 



ah 



k[a + by 



t== o. 



L'enveloppe cherchée est donc une conique ayant un double 

r 

contact avec la conique proposée , et la corde de contact est la 
droite qui joint les points fixes. 



Théorème eerrélatlf. 



Un triangle étant circonscrit à une conique, si deux de èt$ 
sommets se meuvent sur deux droites fixes, le troisième décrit une 
conique doublement tangente à la conique donnée. La corde de 
contact est la polaire du point d 9 intersection des deux droites 
données. 

Nous pouvons généraliser le résultat que nous venons de 
trouver > en remplaçant les deux points fixes par deux coniques 
doublement tangentes à la proposée, que deux côtés des triangles 
seront astreints à toucher. 

Soient en effet o (fig. 67) le point d'intersection des cordes 

de contact, et abe une posi- 
tion du triangle ; menons la 
droite ôa qui rencontre la 
courbe en d, et la droite db 
qui rencontre la corde de 
contact mn en p. 

Le point p est fixe, d'aprèsla 
Fig 57# réciproque du théorème précé- 

dent; il en est de même du point q déterminé par l'intersection 
de cd et de l'autre corde de contact Donc le triangle bcd qui est 
inscrit dans la conique a deux de ses côtés passant par deux 
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points filés p et q. îî ëh réfculle, d'hjfrès le thétirèihe précé'd'étit, 
que le troisième côté bc enveloppé Utife fcohiqufe doùblemeht tan- 
gente à là proposée, âVec la droite pq Jtoïtf corde de contact. On 
sait d'âillleùï-s déterminer lé JMiit de contact. 

On peut enfih ètehdré ce résultât à un polygone d'un nombre 
quelconque n de côtés, dont n — i côtés sont tangente à n — ï 
coniques doublement tangentes à la proposée. Le n e côté enve- 
loppe une conique qui est aussi doublement tangente à cette co- 
nique. 

Car si on décompose le polygone en triangles par toutes les 
diagonales issues d'un des sommets correspondants au côté 
libre, on peut appliquer le théorème à chacun de ces triangles 
successivement et arriver ainsi jusqu'au côté libre. 

On a donc le théorème suivant : 

Théorème VI. 

10é* — Un polygone de n côtés est inscrit dans une conique et 
n— i de ses côtés sont tangents d n— 1 coniques doublement tan- 
gentes ft ta première : 1e n e côté enveloppe une conique qui est 
aussi doublement tangente à cette conique. 

tflUSttrëiàe corrélatif. 

Un polygone de n côtés est circonscrit à une conique et n — i 
sommets décrivait n — i coniques doublement tangentes à la pre- 
mière\ le û* sommet décrit Également une tonique qui M est dou- 
blement tangente. 

Remarque. Dans le théorème direct, si quelques-unes des co- 
niques deviennent un système de deux droites, ce système de 
deux droites peut être remplacé par leur point d'intersection, 
parce que toutes les droites qui passent par ce point peuvent 
être regardées comme des tangentes au système. 

On peut dbnfc remplàtel* un nombre quelconque des coniques 
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doublement tangentes par autant de points fixes, et dans le théo- 
rème corrélatif par des droites fixes. 

Il peut en être de même pour la n 9 conique, c'est-à-dire que 
dans le théorème direct, cette conique peut se réduire à un point 
quelconque du plan, et dans le théorème corrélatif à une droite 
quelconque. 

Théorème 1TCI. 

106. — Les droites qui joignent deux à deux les points $ inter- 
section de deux tangentes à une conique avec une autre conique , 
sont tangentes à une même conique passant par les points com- 
muns aux deux premières. 
Les tangentes ab et a'V à la conique S' coupent la conique S aux 

points a, 6, a', V (fig. 58), je dis que les 
droites ab 1 et ba\ par exemple, sont tan- 
n gentes à une conique passant par les 
points m, n, p, ç, où se coupent les 
deux coniques, et que les points de con- 
tact se trouvent en r et s sur la corde de 
contact correspondante aux deux tangen- 
tes ab et a'b'. 
Soient en effet <x=o, (3=o les équa- 
a'=o, (ï'=o celles de aV et 6a'; l'équa- 




Fig. 58. 

tions de ab et a f b' 

lion de la conique S est de la forme 



«p — foc'p' = o, 

et celle de la conique S', si Ton désigne par y ==o l'équation de 
la corde de contact, est 



L'équation 



a p — ty -s o. 



k' 



obtenue en retranchant membre à membre représente une co- 
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nique passant par les points m y n, p, q. On reconnaît que cette 
conique est tangente aux droites a'=o et (î'=o, aux points où 
elles sont coupées par la droite y=o, ce qui démontre. la pro- 
position. 

On verrait facilement qu'il en est de même pour les droites 
obtenues en joignant d'une autre manière les points d'intersec- 
tion deux à deux. 

Remarque. Les six points de contact analogues à r et s sont en 
ligne droite. 

Théorème corrélatif. 

Par deux points quelconques pris sur une conique, on mène 
deux couples de tangentes à une deuxième conique : les points 
d'intersection de ces tangentes deux à deux sont sur une mime co- 
nique tangente à ces quatre droites. 

Remarque. Les six tangentes menées par les points d' intersec- 
tion se coupent au même point. 

Théorème V11I. 



107. — Étant données trois coniques S, S M S, passant par 
quatre points communs, un triangle est inscrit dans S, et deux de 

ses côtés sont tangents Vun à S p 
Vautre à S, : le troisième enveloppe 
une conique passant par les points 
communs aux premières. 

Considérons deux positions abc 
et a'fcVde ce triangle (fig. 59). 
D'après le théorème précédent, 
les droites aa\ W sont tangen- 
tes à une même conique qui passe 
par les quatre points communs m, 
n> p, q. Il en est de même pour 
ce' : car ce' est tangente à la même conique que bb\ et par suite 
que aal. 




Fig. 59. 



ibô iivkfe i. — fcHA*. iv. 

DôrïC, eti Véftûflu taême théorème, èiëtet dV àont tâtigerites à 
titté coriiqtie qui passé pàt les Quatre pditits fo, H, p, g. 
Cfe thôorêtoë peut feè généralisée de là manière suivante : 

Tftéotèifeé IX, 

108. — Un polygone de n côtés est inscrit dans une conique i 
e* n— 1 de ses côtés sont tangmts un — i coniques fixes passant 
par quatre points de la première : le n e côté enveloppe fine eo* 
nique passant par les mêmes points. 

Car si Ton décompose le polygone en triangles par toutes les 
diagonales issues d'une extrémité du côté libre, on démontre de 
proche en proche, d'après le théorème précédent, que toutes 
ces diagonales et par suite le n e côté enveloppent une conique 
passant par les points communs aux coniques données, 

Théorème corrélatif* 

On a n coniques tangentes è quatre droites données. Un poly- 
gone de n côtés est circonscrit à la première et à n — î de ses 
sommets sur lés n*=- i autres * le n* sommet décrit une conique 
tbngente aux mêmes droites* 

Remarque» Il résulte de là que dans le cas particulier où les 
n— j i coniques se confondent* si l'on cherche la condition pour 
que le n* côté «oit tangent à la même conique que les autres, ou 
pour que le n e sommet décrive la même conique que les autres, 
efette condition sera indépendante de la position du polygone» 

CAtf DES CQHlQUÉâ HOMOTHÉTtQUES. 

Si deux coniques sont homothétiques, on sait que les termes 
du deuxième degré sont proportionnels. Considérons deux co- 
niques circonscrites à un même quadrilatère* leurs équations 

sont : 

af — AyS = o 
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Or les teimeâ du deuxième degré rite peuvent êtitë propor- 
tionnels que si y ou 8 est une constante, t*ést-à-dire si Tua des 
côtés du quadrilatère s'éloigne à l'infini. 

Deux coniques homothétiques peuvent donc être considérées 
comme ayant deux points communs à l'infini. 

En appliquait aux coniques homothétiques îe théorème pré- 
cédent, on obtient l'énoncé qui suit : 

Théorème X. 

109. — Étant données n coniques homothétiques postant par 
deux points fixes, si un polygone de n côtés est inscrit dans Vune 
et que n — x de ses côtés enveloppent respectivement lesn — 1 au- 
tres ^ le n e côté enveloppe une conique passant par les deux points 
fixes et homothétiques avec les autres. 

Gomme cas particulier, ce théorème s'applique à des cercles 
ayant même axe radical. 

IftNftblèifee. 

110. — Trouver V enveloppé de lé polfàn d'un poifti fixe pêf 
rapport auto dtiersts toniques qui pastent par Crût* pMnts donnés 
et qui sont tangentes à une droite donnée. 

Soient a=o, (î=o, Y=o les équations des trois côtés du 
triangle formé par les points donnés, et y = ma + nfî l'é- 
qUation de la tangente fixe. L'équation générale déà coniqùéfc 
qui passent par leâ points donnés est 

et en exprimant que la droite y=m* + *$ est tangente à cette 
conique, on arrive à l'équation de condition suivante, entre r 
et s» 

|(a) (mr — ns)* -J- î + a(wr -f- ns) = o. 
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Or, nous avons vu (n° 66) que l'équation de la polaire du 
point qui a pour coordonnées a', £', y', est 

ce qui, dans le cas actuel, nous fournit l'équation 

« l («T+W + P r (nr + «î + Tf'W + w) = o, 

ou, si Ton met r et s en facteurs communs et que l'on pose 

P' Ï + T 'P = A, a' Y + ya = B, a'p + p'a = C, 
(3) Ar + B*-fC = o. 

Pour trouver l'enveloppe de cette droite, nous suivrons la 
méthode indiquée en géométrie analytique : nous éliminerons 
r et s entre l'équation (2) , l'équation (3) et l'équation qu'on 
obtient en écrivant que les dérivées partielles par rapport à r 
et à 5 du premier membre de l'équation (2) sont proportion- 
nelles à celles du premier membre de l'équation (3) prises par 
rapport aux mêmes variables r et s. 

Cette élimination nous conduit à l'équation suivante : 

AB — C(An+Bm) = o, 

équation qui représente une conique, puisque A, B et G sont du 
premier degré par rapport aux variables a, p et y. 

On voit, sur l'équation même, que cette conique passe par 
les points d'intersection des droites A==o et B=o, A=o et 
C = o, B=oetG = o, c'est-à-dire par trois points fixes, indé- 
pendants de la position de la tangente fixe. De là ce théorème : 

V enveloppe de la polaire d'un point fixe par rapport aux di- 
verses coniques qui passent par trois points fixes et qui sont tan- 
gentes à une même droite est une conique passant par trois points 
fixes. 
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Le théorème corrélatif peut être énoncé de la manière sui- 
vante : 

Le lieu des pôles d'une droite fixe par rapport à toutes les 
coniques inscrites dans un triangle donné et passant par un point 
donné est une conique tangente à trois droites fixes, c'est-à-dire 
à trois droites dont la position ne dépend pas de celle du point 
donné. 

Problème, 

111, — Étant donnés deux triangles polaires réciproques par 
rapport à une même section conique. 

i° Démontrer que les points d'intersection des côtés homologues 
des deux triangles sont en ligne droite; 

2° Trouver l 'enveloppe de cette droite quand Vun des triangles 
est fixe et qu'on prend le triangle polaire réciproque par rapport 
aux diverses coniques qui touchent deux droites données en deux 
. points donnés. 

i° Soient <x=o, p = o, y = o les équations des côtés de 

* 

l'un des triangles , et 

Aa* + A'p 1 + A Y + aBpf -f aB'ra + aB"ap = o 

l'équation de la conique ; le côté du second triangle homologue 
de celui du premier qui a pour équation y = o est la polaire 
du point d'intersection des droites a=o et P=o; par consé- 
quent 9 il a pour équation 

A" ï +Bp + B'a = o. 

L'intersection de cette droite avec la droite y=o peut se 
représenter par le système d'équations 

Bp + B'a = o 
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oh biea par le systès^ équivalent 

b^b' + b" 

Or, k droite représentée par la première de ces équations 
passe par le point d'intersection de la droite y = o du premier 
triangle avec la droite homologue du second ; et à cause de la 
symétrie de son équation, if est évident qu'elle passe aussi par 
les points d'intersection des droites a = o et (î = o du premier 
triangle avec les droites homologues du second. 

2° Considérons maintenant une section conique varîabte tan- 
gente à deux droites ftxeaea deux pointa donnés; pre&ons, par 
rapport à cette conique, le triangle potekç réciproque d'un 
triangle fixe, et cherchons l'enveloppe de la droite sur laquelle 
se trouvent les points d'intersection des côtés homologues des 
deux triangles. 

Les deux droites fixes tangentes à la conique ayant pour 
équations 

aa-j-^P + ^Y = °» 
a'a + è'P + c'Y = o, 

et la droite des contacts 

a»* + è"g + c"y = o , 

l'équation de la conique variable sera, si Ton d&rgne par k un 
paramètre arbitraire, 

(o« + ip + cfifl* -f W + *'y) - *(«"« + è"p + c"y)« = o. 

Sî maintenant on dévefcppe ïe premier mewbr* à& cette 
quation et qu'on applique fct formule 

b + f + F- ' 
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on trouve pour équation de la droite dont on chercha X enve- 
loppe 

a , P , T _. 



fc^+rf-»V l ca' + ac' — fo"6" l «é'+fo?' — Mb" 

PQgr obtenir, en coordonnées tengçntiettes , l'équation de cette 
enveloppe, posons 

p{bc' + cV: — kb"c") = q(ca' + ad — AcV) = r(aô' + ôa' — to*"6") , 

et éliminons k entre ces dernières équations. Nous trouvons ainsi, 
pour équation de la courbe-enveloppe , 

a" [c'\db' + bd) — b"{cd+ wfftqr 1 
4* b'' [a"{tof -f cb') ..— *"(«&' -f *<)} 7U0. 

+ c" [b"{c<£ + «*') — «"W + **')! W t 

Cette équation représente une section conique. Gomme ellç 
est satisfaite lorsque deux quelconques des variables p % q^r sont 
nulles, cette conique est tangente aux trois droites qui ont 
pour coordonnées tangentielles 

p^s=e> efe 0=0, f=o et r = o, r = o et p=*o, 

ceslhàrdh^ aux droites représentées en coordonnées peetiligne* 
par le» équations 

(j^Qi^es qui ne. sojçLt autre chose que les côtés du triangle foe* 
Gomme cette même équation est encore satisfaite lprqu'oa. a si- 
multanément 

p = af' 9 q = b\ q = c'\ 
cette conique est tangente à la droite qui a pour équation 

c'est-à-dirë à la droite des contacts. 
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La géométrie montre simplement que la courbe cherchée est 
tangente aux côtés du triangle. En effet, soit abc (fig. 60) le 

triangle donné. L'équation de la conique 
directrice contenant un paramètre arbi- 
traire, on peut disposer de ce paramètre 
de manière que la polaire A' du point a, 
par exemple, passe par le point b. Alors 
les deux polaires A' et G' coupant leurs 
droites homologues sur la droite ab 9 la 
troisième polaire coupe aussi son homolo- 
Fig. 60. v gue sur cette droite ab 9 et par conséquent 

cette droite est une position particulière de la droite mobile 
qui enveloppe la conique considérée. 

La géométrie montre encore, aussi facilement, que la droite 
des contacts est tangente à la conique-enveloppe. Pour le voir, 
il suffit de remarquer que lorsque la conique directrice se réduit 
à une ellipse dont le petit axe est nul, elle se confond avec la 
droite des contacts et que, dans ce cas, les polaires des som- 
mets du triangle donné se confondent aussi avec cette même 
droite. 

Jusqu'ici nous n'avons fait connaître que quatre tangentes de 
la conique-enveloppe : il est aisé d'en trouver une cinquième 
qui achève de déterminer cette conique. 11 suffit pour cela de 
considérer le cas où la conique directrice se réduit aux deux 
tangentes données. Alors les polaires des sommets du triangle 
donné passent par le point de rencontre de ces tangentes, il est 
facile de les construire, et, par suite, d'obtenir une position 
particulière de la droite mobile qui enveloppe la conique. 
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CHAPITRE I. 



112. On dit que deux figures sont homographiques lorsqu'à 
un point de Tune des figures correspond un point de l'autre, et à 
une droite une droite. 

Appelons x, y, z les coordonnées rectilignes homogènes d'un 
point quelconque de la première figure, x\ y', z' celles du point 
homologue de la seconde, on peut regarder x\ y', z' comme 
proportionnelles à des fonctions homogènes de x, y, z. Pour qu'à 
une droite quelconque 

de la seconde figure corresponde une droite de la première, il 
est nécessaire que x' 9 y', z' soient proportionnelles à des poly- 
nômes entiers homogènes du premier degré en x y y, z. Ainsi 
les formules de transformation sont de la forme 



ax-\-by+cz o^ + ^y + c^ ût* + *#+*«** 



8 
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Si on les résout par rapport à x, y, z, on obtient des formules 
inverses de la même forme 

- * — -5 (2) 



a'z'+b'i/ +cV a'&'+b'rf+c'J a^x' + b'^ + ^zf 

d'où Ton conclut que réciproquement à toute droite de la pre- 
mière figure correspond une droite dans la seconde. 

Quand trois points sont en ligne droite dans Tune des figures, 
les trois points homologues sont aussi en ligne droite dans l'autre 
figure. Quand trois droites passent par un même point dans 
Tune des figures, les trois droites homologues passent aussi par 
un même point dans l'autre figure. 

À l'infini de la première figure correspond dans la seconde 
figure la droite F qui a pour équation 

De même, à l'infini de la seconde figure correspond dans la pre- 
mière figure la droite I représentée par l'équation 

Quand des droites dans la première figure se coupent sur la 
droite I, ces droites deviennent parallèles dans la seconde figure. 

A une courbe donnée correspond une courbe du même degré 
et de la même classe. Le degré se conserve ; ceci résulte de la 
forme des relations (1) et (2). La classe se conserve aussi, car 
à une tangente correspond une tangente. En particulier, à une 
conique correspond une conique. 

Ainsi les propriétés purement descriptives d'une figure sub- 
sistent dans la figure homographique. 

113. — Supposons que l'on rapporte la première figure à un 
triangle quelconque et la seconde au triangle correspondant 
Appelons a, {J, y les coordonnées d'un point quelconque de la 
première figure par rapport au premier triangle, a', p' f y' celles 
du point homologue de la seconde figure par rapport à la se- 
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conde figure ; les formules de transformation se réduiront à la 
forme simple 



?î ^=-ï*--i. 



.1-1-1 

aa' ~ b? ~~ y' 



car aux droites a =0, P = o, y = o doivent correspondre res- 
pectivement les droites a' = o, £' = o, y' = o. 

Théorème. 

lia. — Le rapport anharmonique de quatre points en ligne 
droite est égal à celui des quatre points homographiques. 

Soient en effet a, b 9 c 9 d quatre points en ligne droite dans 
la première figure, a', V 9 c\ d' les quatre points homogra- 
phiques (fig. 61). Je prends dans la première figure un point 

quelconque o et je le joins aux. quatre 
points a, 6, c 9 d. Je joins de même le 
point homographique o'aux quatre points 
a f 9 b r 9 c\ d'. Je rapporte la première 
figure au triangle aob 9 la seconde au 
triangle correspondant ûW. Le rapport 
Fig. 6i. anharmonique des points dans chaque 

figure égale celui des faisceaux. Or les droites oc 9 od ont respec- 
tivement pour équations 

<* — £p = 0, a— ft t p3s0, 

» 

et le rapport anharmonique du faisceau partant de o est - . 

— D'un autre côté, les droites oe 9 où! sont représentées par les 
équations : 

art — top' = 0, wt — kffl = 0, 
obtenues au moyen des formules de transformation (5). Le rap- 
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port anharmonique du faisceau partant de o' est donc aussi j- , ce 
qui démontre le théorème. 

Corollaire. — Le rapport anharmonique de quatre droites 
partant d'un même point est le mime que celui des quatre droites 
homographiques. 

En effet, si on mène deux sécantes homographiques, les points 
d'intersection avec chacun des faisceaux sont aussi homogra- 
phiques; leurs rapports anharmoniques, et par conséquent ceux 
des quatre droites sont égaux. 

Ainsi les propriétés métriques de la première figure qui s'ex- 
priment par des relations entre des rapports homographiques 
subsistent dans la seconde figure. 

115.— - Les formules de transformation (1) ou (2) renferment 
huit constantes arbitraires. Il en résulte qu'à quatre points ou à 
quatre droites, pris à volonté dans l'une des figures, on peut faire 
correspondre quatre points ou quatre droites pris à volonté dans 
la seconde figure. Soient a, b 9 c, d quatre points donnés de la 
première figure, a\ 6', c', d! les quatre points homologues de la 
seconde; si l'on rapporte les deux figures respectivement aux 
deux triangles abc, a'b'c', on effectuera la transformation à l'aide 
des formules 

JL-JL-L 
aa!~ 6?'~y' # 

On déterminera ensuite les deux constantes a et b de manière à 
faire correspondre au point d le point d'. 

De même si l'on donne quatre droites dans l'une et l'autre 
figure, on rapportera chaque figure aux triangles formés par les 
trois premières droites, puis on déterminera les deux constantes 
a et b de manière à faire correspondre les quatrièmes droites. 



«».« 
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Théorème. 

116. — A une conique et à une droite données dans la pre- 
mière figure on peut faire correspondre une conique et une droite 
données dans la seconde figure. 
Si Ton rapporte chaque figure au triangle formé par la droite 

donnée ab ou a'b' et les tangentes 

aux deux points où cette droite coupe 

£_ y\ la conique (fig. 62), les deux coni- 

yy ques seront représentées par les 

équations 

Kg. 62. 

En transformant la première à l'aide des formules 





on obtient la conique 



±_JL_ï 



*-âi'— •• 



qui coïncidera avec la seconde conique donnée, à l'on pose 






Il reste encore un paramètre arbitraire a ou 6, dont on pourra 
disposer de manière à faire correspondre à un point m de la pre- 
mière conique un point m' pris à volonté sur la seconde, ou à 
une tangente une tangente donnée. 
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POINTS ET DROITES DOUBLES. 

117. — Cherchons s'il existe dans le plan des points qui se 
correspondent à eux-mêmes dans la transformation homogra- 
phique. Pour qu'un poînt coïncide avec son homologue, il faut 
que ses coordonnées vérifient les relations 

x y z 



ax-\*by-\-cz a^-f- b$ + c t z a % x + b^y -J- c t z ' 

que Ton déduit des formules (1), en y remplaçant 

xf y y\ z* par x 9 y, z. 
On a ainsi deux équations 

y [a 2 x + b t y -f c^z) =sr a x x + b x y + c ± z , 

qui représentent des hyperboles ayant chacune une asymptote 
parallèle à la droite a t x + 6 2 y + c t z a= o ; ces deux hyperboles 
se coupent en trois points» Il y a donc dans le plan trois points 
doubles, c'est-à-dire trois points qui se correspondent à eux- 
mêmes. 

Soient a, 6, c ces trois points (fig. 63). Les trois côtés du 

triangle aba sont aussi des droites doubles, 
c'est-à-dire des droites qui se correspon- 
dent à elles-mêmes. Mais il faut remarquer 
que, sur une droite double ab il n'y a que 
deux points doubles a et b ; à tout point m, 
w* «3. différant de a et 5, correspond un autre 

point m' de la même droite. 

On pourra ainsi rapporter les deux figures au même triangle, 
tout en se servant des formules (3). 
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USAGES DE L'HOMOGRAPHIE. 

118* — L'homographie permet d'étendre à une classe de fi- 
gures une propriété démontrée seulement pour des figures par- 
ticulières de cette classe. Il y a en effet dans la transformation 
homographique générale huit paramètres arbitraires; quand à 
un point ou à une droite d'une première figure on fait cor- 
respondre un point ou une droite donné de la seconde, on dé- 
termine deux de ces paramètres; on pourra donc toujours faire 
correspondre quatre points ou quatre droites arbitraires de la se- 
conde figure à quatre points ou à quatre droites données de la 
première figure, et par conséquent généraliser ainsi le théorème 
démontré sur la première figure. Le cercle devenant une co-? 
nique, toute propriété descriptive du cercle donnera naissance 
à une propriété des coniques. Les relations métriques, sus<< 
ceptibles d'être exprimées par des rapports anharmoniques, 
subsitent aussi dans la transformation, 

119, — Considérons, par exemple, un hexagone inscrit dans 
un cercle, et supposons que les côtés opposés A et A' soient pa- 
rallèles (fig. 64) 9 ainsi que les côtés opposés B et B'. Les arcs 

abc> a'b'd étant égaux entre eux, on voit im- 
médiatement que les deux autres côtés G et C 
sont aussi parallèles. Par l'homographie, le 
cercle se transforme en une conique, l'hexa* 
$V--L--^î' ~ gone inscrit dans le cercle en un hexagone 
Fig. m. inscrit dans la conique ; à l'infini de la pre- 

mière figure correspond une droite dans la seconde ; les côtés 
opposés du premier hexagone étant parallèles, ce qu'on exprime 
en disant que les points de concours sont à l'infini, on en con- 
clut que les points de concours des côtés opposés du second 
hexagone sont situés sur une même droite ; on retrouve ainsi 
le théorème de Pascal. 
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On obtient le théorème dans toute sa généralité. En effet, 
considérons un hexagone inscrit dans une conique quelconque, 
nous pouvons disposer des huit constantes de manière à faire 
correspondre un cercle à la conique, et l'infini à la droite qui 
joint les points de concours de deux couples de côtés opposés, 
ce qui nous ramène à la figure primitive* 

120. — - Étant donnés un cercle et un point fixe p dans le plan, 
il est évident que le lieu du point milieu m des cordes menées 
par le point p est un cercle décrit sur op comme diamètre (fig. 65). 
Nous avons ici une relation métrique ; mais cette relation est un 

cas particulier de la proportion harmo- 
nique ; le point m est le point conjugué 
harmonique d'un point situé à l'infini par 
rapport aux deux points c et d. La trans- 
formation homographique généralisera ce 
théorème : au cercle o correspondra une 
conique quelconque a'b'c'd!, au point p un 
point p', et à l'infini une droite T. A la sé- 
cante pcd correspondra une sécante p'ctf, 
et au point m, le point m', conjugué har- 
monique par rapport à c'd' du point q' où la sécante rencontre la 
droite I'. Le lieu du point m' est donc une conique, et comme le 
cercle décrit sur po comme diamètre a quatre points communs 
avec le cercle o, dont deux à l'infini, et deux sur la polaire du 
point p par rapport au cercle o, le lieu du point m' passe par 
les quatre points d'intersection de la conique a'b'c'à! avec la po- 
laire du point p' et la droite I'. De plus le lieu passe par le point 
p' et a pour tangente en ce point une droite qui rencontre la 
polaire de p' sur 1'. 

Le théorème est général : car à une conique a'b'c'd! et à une 
droite l' données on peut faire correspondre un cercle et l'infini ; 
au point donné p' correspondra un certain point p et on sera ra- 
mené à la figure primitive. Mous pouvons donc énoncer le théo- 
rème suivant. 




Fig. 65, 
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Le lieu du point conjugué harmonique du point àù une sécante 
mobile passant par un point fixe rencontre une droite fixe, par 
rapport aux points d'intersection de la sécante avec une conique* 
est une conique passant par le point fixe* par les quatre points 
d'intersection de la conique avec la droite fixe et la polaire du 
point fixe, et ayant pour tangente au point fixe une ligne qui ren- 
contre la polaire de ce point au mime point que la droite fixe. 

121. — L'homographie, considérée comme méthode géo- 
métrique, présente de graves inconvénients. Quand les coeffi- 
cients contenus dans les formules de transformation sont réels, 
à un point et à une droite réels correspondent un point et une 
droite réels. Un cercle réel se transforme en une conique réelle ; 
à une droite coupant le cercle en deux points réels correspond 
une droite coupant la conique en deux points réels et de même 
à une droite ne rencontrant pas le cercle correspond une droite 
ne rencontrant pas la conique. La propriété de l'hexagone inscrit 
est visible sur un cercle réel ; mais la droite infini sur laquelle 
sont situés les points de concours des côtés parallèles ne ren- 
contre pas le cercle ; la droite sur laquelle sont situés les points 
de concours des côtés de l'hexagone inscrit ne rencontrera pas 
non plus la conique, et le théorème ne sera pas démontré dans 
toute sa généralité. 

On peut faire disparaître cette restriction, et perfectionner la 
méthode, en établissant une nouvelle géométrie, dans laquelle 
les raisonnnements portent, non plus sur des figures réelles et 
visibles, mais sur des figures symboliques composées de points, 
de droites et de cercles imaginaires. On conserverait dans cette 
géométrie symbolique les formes de raisonnement que Ton a 
coutume d'employer dans la géométrie élémentaire. Il faut con- 
cevoir aussi que les coefficients des formules de transformation 
soient quelconques, réels ou imaginaires ; de cette manière, à un 
point imaginaire pourra correspondre un' point réel, à un cercle 
imaginaire une conique réelle, et à l'infini une droite réelle cou- 
pant la conique. 
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Mais, comme rétablissement de cette géométrie symbolique 
nous entraînerait dans de longs détails, nous nous bornerons à 
considérer la transformation homographique comme une méthode 
d'invention féconde, sauf à démontrer ensuite par l'analyse les 

théorèmes obtenus de la sorte, 

Théorème. 




Fig. 66. 



122. — Lorsque deux côtés d'un triangle inscrit dans une co- 
nique pivotent autour de deux points fixes, le troisième côté enve» 
loppe une conique ayant un double contact , réel ou imaginaire , 
avec la première suivant la droite qui joint les points fixes. 

Soient deux coniques S et S' doublement tangentes, et con- 
sidérons le pôle p de leur corde commune P (fig. 66). Si cette 

corde s'éloigne à l'infini, le pôle com- 
mun p converge vers les centres res- 
pectifs de ces coniques, qui deviennent 
ainsi homothétiques et concentriques. 
On peut donc considérer deux coniques 
homothétiques et concentriques comme 
étant doublement tangentes à l'infini. 
En particulier, deux cercles, étant toujours homothétiques, 
ont un double contact à l'infini quand ils sont concentriques. 
Gela posé, le théorème est facile à démontrer; en effet, je fais 

h correspondre un cercle à la conique don- 
née, et l'infini à la droite qui joint les 
deux points fixes p et ç. Alors j'aurai inscrit 
dans un cercle un triangle abc (fig. 67), 
dont deux côtés ab 9 ac se meuvent parallè- 
lement à des droites données. Le troisième 
côté du triangle 6c, ayant une longueur 
constante, enveloppe un cercle concentri- 
que au premier. 
On peut obtenir à chaque instant le point 
Fig. «7. de contact de la conique avec la droite 6V. 
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En effet, dans le cercle, le point de contact est donné par l'in- 
tersection des diagonales ah, bc du parallélogramme construit 
sur ab , ae ; par conséquent , en joignant b'q, c'p et menant la 
droite a'i qui passe par leur intersection, on aura le point de 
contact à la rencontre de cette droite avec 6 V. 

Ce théorème peut être généralisé ; mais nous ne revenons pas 
sur les théorèmes remarquables auxquels il conduit (voir n" 1 04 
et suivants)* 

Théorème 



123. — Par un point fixe, on mène deux droites conjuguées 
dans une même conique, l'enveloppe de la droite qui joint leurs 
extrémités est une conique doublement tangente à la première, 
suivant la polaire du point fixe par rapport à la conique. 
Ce théorème résulte immédiatement du suivant : 
Dans un cercle, on mène deux diamètres rectangulaires; 
fenveïoppe de la droite qui joint leurs extrémités est un cercle 
concentrique au premier (fig. 68), 
Au cercle S et au point o, on peut faire correspondre une 

conique S' et un point o r quelconques* Si oa 
et ob sont des droites conjuguées, o'a' et o'b' le 
seront aussi. Donc l'enveloppe de a'b* sera une 
conique doublement tangente à la première, et 
* comme le double contact des cercles concentri- 
ques est à l'infini sur la polaire du point o, 
celui des deux coniques sera sur la polaire du 
point o'. 
On voit encore que le point c' décrit une co- 
Fig. es. nique doublement tangente aux deux premières 
suivant la même droite. 

De plus, le contact de la droite a'b' avec son enveloppe est au 
point de rencontre de cette droite avec o'c'. 
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Théorème. 

124. — Les intersections (Tune sécante avec une série de coni- 
ques passant par quatre points donnés forment un système en 
involution. 

Cela résulte du théorème analogue démontré pour le cercle : 
Les intersections d f une sécante avec une série de circonférences 
passant par deux points fixes forment un système en involution. 

Il est facile de transformer ainsi le théorème, en remarquant 
qu'à une conique passant par quatre points , on peut faire cor- 
respondre un cercle passant par les quatre points correspon- 
dants. Si on prend l'infini pour droite correspondante de la 
droite joignant deu* des points donnés, toutes les coniques 
homographiques deviennent homothétiques (liv. II). En prenant 
pour conique correspondante à l'une des proposées un cercle , 
toutes les autres deviennent aussi des cercles , et ils passent par 
deux points fixes. 

Ces exemples suffisent pour faire bien comprendre l'emploi 
de l'homographie. 



CHAPITRE H. 
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i 25. — Dans l'homographie, les points doubles sont donnés 
par l'intersection de deux hyperboles qui ont une asymptote 
parallèle. En général, deux courbes du second degré n'ont que 
quatre points communs, à moins qu'elles ne se réduisent à deux 

systèmes de deux droites et que deux d'entre 
elles appartenant à deux systèmes différents 
ne coïncident. Dans ce cas, il y a une infinité 
de points communs sur la droite commune A, 
et de plus un autre point o qui est le point de 
Flg ' 60, rencontre de deux autres droites (fig. 69). 

On a donné le nom d'homologie à ce cas particulier de l'ho- 
mographie. 

Dans l'homologie, il y a donc une infinité de points doubles. 
On appelle le centre d'homologie et A l'are d'homologie. 

PROPRIÉTÉS DES FIGURES HOMOLOGIQCES. 

126. — Cherchons ce que deviennent les formules de trans- 
formation. Prenons pour triangle des axes deux droites quel- 
conques passant par le centre d'homologie, puis l'axe d'homo- 
logie. Ce triangle est double ; il est évident, d'ailleurs qu'une 
droite quelconque passant par se correspond à elle-même. 
Cette propriété va nous permettre de modifier les formules. 



126 

Soit en effet, 
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Ap 



Téquation d'une droite passant par le centre d'homologie. D'après 
les formules de transformation 

' JL_ JL— T 



aa 



à? T 



l'équation de la droite correspondante sera 

ad — kbp = o , 

qui ne peut être identique à la première que si a 
mules de transformation se réduisent donc à 



= 6. Les for- 



P' 



cy 



/> 



elles ne contiennent plus qu'un paramètre au lieu de deux. 

Deux droites homologues se coupent sur l'axe, car leurs 
équations ne diffèrent que par les termes en 7. 

Théorème I. 



127. A deux points pris à volonté dans la première figure, 

on peut faire correspondre deux points pris 
à volonté dans la seconde. 

En effet, soient a, a r 6, V les points don- 
nés dans les deux figures (fig. 70). La 
droite a a' se correspond à elle-même; 
donc elle passe par le centre d'homologie. 
On peut en dire autant de la droite W; 
par conséquent, le centre d'homologie est 
le point de rencontre de ces deux droites. Cela posé* il est 
évident que l'intersection h des droites ab % a'b 1 est sur l'axe 




Fig. 70. 
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d'homologie. Maintenant on pourra prendre pour axe d'homo- 
logie une droite quelconque passant par le point ft. Donc à deux 
points quelconques, on peut faire correspondre deux points 
quelconques. 

Remarques, à trois points arbitraires on ne peut pas, en gé- 
néral, faire correspondre trois points arbitraires, car si c est 
un troisième point de la première figure, le point qui lui cor- 
respondra dans la seconde sera toujours situé sur la droite 
oc, quel que soit Taxe d'homologie. On peut d'ailleurs l'y 
prendre à volonté. Dans ce cas, trois points de la seconde 
figure correspondent à trois points de la première, et le centre 
et Taxe d'homologie sont déterminés : on voit en effet que les 
droites bc , b'c r déterminent par leur intersection un second point 
de Taxe. 

On peut encore remarquer que les triangles abc, a'b'c' ont 
leurs sommets sur trois droites issues d'un même point, ce qui 
fournit un théorème de géométrie élémentaire : Quand deux 
triangles sont tels que les droites qui joignent leurs sommets fto- 
mologues sont concourantes, les intersections des côtés homologues 
sont en ligne droite. 

Théorème II. 

128. — A deux droites prises à volonté dans la première figure^ 
on peut faire correspondre deux droites prises à volonté dans la 
deuxième. 
Soient A et B deux droites de la première figure, A' et B' 

deux droites de la seconde (fig. 71). 
Les droites A et A', B et B' se ren- 
contrent aux points h et l; la droite 
Kl est Taxe d'homologie. Au point 
a d'intersection des droites A et B 
correspond d'ailleurs le point a 1 
d'intersection des droites A' et B' ; 
Flg# 7 * * donc la droite aal passe par le centre 
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d'homologie. On pourra prendre i volonté le centre d'homo- 
logie sur cette droite. Ainsi i deux droites quelconques prises 
dans Fane des figures on peut faire correspondre deux droites 
quelconques prises dans l'autre. 

Remarque. A trois droites arbitraires, on ne peut en général 
faire correspondre trois droites arbitraires. Ayant fait corres- 
pondre les droites A r et B r aux droites A et B, je ne puis faire 
correspondre à une droite G quelconque une droite C\ à moins 
que ces deux droites ne se coupent sur l'axe d'homologie. En 
supposant que cela sût lieu, on voit que le centre d'homologie 
est déterminé. 

La manière dont ce point est déterminé fournit encore un 
théorème de géométrie élémentaire, qui n'est autre que la réci- 
proque du théorème précédent 



Théorème m. 



129. — Les rapports des distances de deux points homologues 
à l'axe d'homologie et à une droite double sont proportionnels. 
Soient m, m' deux points homologues, o et ab le centre et 

Taxe d'homologie (fig. 72). Les formules 
de transformation sont 

* - i — JL 

Fig. 7Î. 

Or la droite aro' correspond à la droite aro, dont l'équation est 

a — b[=o, 

k étant le rapport des perpendiculaires abaissées du point m sur 
oa et ab. De même /c' dans l'équation de la droite ami 

a'— *y=o 
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représente le rapport des perpendiculaires abaissées de m' sur 
les mêmes droites. Gomme on a 



on voit que 



U = ke, 



a 



ce qui démontre le théorème. 



Théorème IV. 



130. — Deux coniques données arbitrairement dans le plan 
sont horiïologiques de douze manières différentes. 

Soient S et S r deux coniques quelconques; je les rapporte à 

deux tangentes A et B et à Tune quel- 
conque des deux sécantes communes 
ab et cd, qui vont concourir au point 
de rencontre des droites de contact pq, 
pV (fig. 7 3). 

Les deux coniques ont pour équa- 
tions 

(i) «p — (aa + *p + CY)* = o, 
(a) «p— (a'a + i'p + c' T ) f =:o. 

h 

Fi*. 73. Les sécantes communes ah et ed sont 

représentées par les équations 

a* + b$+ci = ±(a'*+b'$ + <fi). 

Pour que Tune d'elles coïncide avec la droite y = o , il faut 
que Ton ait a = a\ b = V. Les équations des coniques de- 
viennent ainsi 

«p — (a* + *p + nY = o, 

ap — (a* + *P + c'nf)* =? o ; 

9 
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et on pwm «te l'im 4 l'autre à j'^e 40e frrpmte& 



a 



/ ~~ a» "-""" *t~j > 



P' cY 



Donc les deux coniques sont homologiques ; le point de 
rencontre o de deux tangentes communes A et B est le centre 
d'homologie; Tune des sécantes communes ab et cd est Taxe 
d'homologie. 

Les quatre tangentes communes se coupent deux à deux en 
six points; à chacun d'gux çQjrgspofljJjent deux' axes d'homo- 
logie. On peut donc établir de douze manières différentes l'ho- 
ftjplogie des deux coniques. 

131. — Corollaire L Si Ton mine une sécante par te point o, 
elle coupe les $eux coniques en quatre points m, m r et m t , m' f qui 
sont homologiques deux à deux. 

Les tangentes en ces points sont des droites homologiques, 
car elles sç coupent sur Taxe. 

La correspondance qui existe entre ces points n'est pas arbi- 
traire, comme on le voit facilement ; elle est déterminée par la 
condition que la sécante venant à tourner autour du point o, 
deux points correspondants viennent se confondre simultanément 
avec les points doubles a, 6 de l'axe. 

Corollaire IL — Deux coniques tangentes l'une à l'autre sont 
homologiques, et leur point de contact est le centre d'homologie. 

APPLICATIONS DE L'HOMOLOGIE. 

i° Considérons une conique S et un cercle tangent 
§n o ( fiç. 74) • Ces deux courbes sont homo- 
logiques, et o est le centre d'homologie. Par 
le point o menons deux rayons oa 9 db fai- 
sant un angle constant ; on sait que la corde 
ab enveloppe un cercle concentrique au pre- 
pig. 74. mier ; donc la corde a'b* enveloppe une conique 
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doublement tangente à la proposée suivant une parallèle à l^xe 
d'homologie ; car il est facile de voir qu'à l'infini correspond une 
droite parallèle à Taxe d'homologie. 

2° Deux coniques qui ont un foyer commun peuvent être re- 
gardées comme homologiques, car ce point n'est autre chose que 
le point de concours de deux tangentes imaginaires. Le foyer est 
ainsi le centre d'homologie. On peut appliquer à ces coniques le 
théorème précédent. 

Il y a dans ce cas deux axes d'homologie, d'où deux modes 
différents de correspondance. Considérons, par exemple, une 
ellipse et une hyperbole S et S' ayant un foyer commun; les deux 
a?tes d'homologie sont les sécantes communes qui passent par 
le point d'intersion des directrices. 

153, Deux figures planes homographiques peuvent être placées' 
dfi manière à être homologiques. 

Changeons d'abord la position relative des deux figures de 

façon à rçndre parallèles les droites I et 
J f qui, dans chacune, correspondent à 
l'infini de l'autre. A des droites de la pre- 
mière figure se coupant en e correspon- 
dent des droites parallèles de la seconde ; 
je mène Ee parallèle à ces droites de la 
seconde figyre et par conséquent à celle 
qui lui correspond E'. De même , par un 
second point f de la droite I, je mène la 
droite F qui est parallèle à sa correspon- 
dante F de la seconde figure. Les droites E et F se coupent en o, 
les droites E r et F' en o' ; je déplace la seconde figure de ma- 
nière à faire coïncider la droite E' avec la droite E, et la droite F' 
avec la cjroite F, ce qui est possible, puisque, par construction, 
les angles en o et o' sont égaux. Le point o' vient en o, et je dis 
que les aeux figures ainsi placées sont homologiques. 

i° Le point o est double, ainsi que les deux droites E et F. Je 
remarque que les points à l'infini sur les droites I et V se corres- 
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pondent, pour des positions quelconques des deux figures : dans 
le cas actuel, I et J' étant parallèles, leur point d'intersection à 
l'infini est un point double , donc oc parallèle à I et J' est une 
troisième droite double passant en o. Dès lors, une droite quel- 
conque passant en o est double ; car, jointe aux trois premières 
droites, elle forme, dans la première figure, un faisceau; le fais- 
ceau correspondant de la seconde figure a même sommet que le 
premier, trois droites communes avec lui, il doit avoir même 
rapport anharmoriique ; donc les quatrièmes droites coïncident. 
11 s'ensuit que les droites qui joignent deux points correspon- 
dants passent par le point o. 
2° Soient afr, aV deux droites correspondantes ; il est facile de 

voir que leur point d'intersection a est 
un point double. La droite o* est coupée 
par I et J' aux points e et <p\ Les deux 
e systèmes de points o, cp', a, co et o, co, a, e 
ont même rapport anbarmonique , puis- 
que ces points se correspondent deux 
à deux; donc 




0<p co (p o co e co 



OOL OO» 



0% 



e a 



OU Of = ea , 



d'où Ton conclura aisément que le point a est sur une parallèle 
aux droites I et J'. Les deux figures ayant un point double 
isolé o et une infinité d'autres a en ligne droite sont homologiques. 
134. Concordance de ïhomologie et de la perspective. — Sup- 
posons que deux figures S et S â , situées 
dans les plans P et P t , soient l'une la 
perspective de l'autre, l'oeil étant placé au 
point o. Un rayon quelconque mené du 
point o détermine deux points homologues a 
et a x ; il est évident que deux droites ho- 
mologues se coupent sur la droite d'inter- 
Fig. 78. section A des deux plans P et P r Du point o 

menons une perpendiculaire au plan bissecteur de l'angle dièdre 




de l'homologie. 133 

formé par les plans P et P, ; cette perpendiculaire déterminera 
sur les plans les points homologues c et c t . Faisons maintenant 
tourner le plan P 4 autour de la droite A, pour l'appliquer sur le 
plan P ; le point c, vient en c ; la droite c^ tournant autour du 
point a, où elle rencontre la droite A, s'applique sur la 
droite ai, et le point a vient en a' sur cette droite ac, à une 
distance <xa' égale à <xa t . Après le rabattement» les points 
homologues a et a' sont donc situés sur des rayons partant du 
point c ; d'ailleurs les droites homologues se coupent encore sur 
la droite A ; on en conclut que les deux figures sont homolo- 
giques l'une de l'autre; le point c est le centre, la droite A 
l'axe d'homologie. 

Réciproquement considérons deux figures homologiques S 
et S', situées dans le plan P, c étant le centre et A l'axe d'ho- 
mologie, faisons tourner d'un angle arbitraire autour de la 
droite A le plan de la seconde figure pour l'amener en P 4 ; le 
point c vient en c t ; la droite ca! tourne autour du point a où elle 
coupe la droite A et s'applique sur la droite ac l ; le point a' vient 
en a t sur cette droite ac x à une distance aa t égale à a 4 a. Nous 
supposerons l'œil placé au point o où la droite a,a rencontre c t c. 
Si Ton construit dans le plan P t la perspective S t de la figure S 
située dans le plan P, et que l'on fasse tourner ensuite le plan P 4 
autour de la droite A pour le ramener sur le plan P, d'après ce 
qui précède, la figure Sj coïncidera avec S'. Ainsi deux figures 
homologiques sont d'une infinité de manières perspectives l'une 
de l'autre (*). 



(*) L'homologie a été imaginée par M. Poncelet et employée par lai dans son 
Traité des propriétés projeciives des figures (18Î2) comme méthode fécoDde d'in- 
yention. L'étude de la transformation homographique a été faite pour la pre- 
mière fois par M. Chasles dans un mémoire sur deux principes généraux de la 
science : la dualité et l'homographie, qu'il présenta en 1830 à l'Académie de 
Bruxelles et qui fat imprimé en 1837 dans s«n ouvrage célèbre : Aperçu histo- 
rique sur V origine et le développement des méthodes en Géométrie, 
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135. — On dit que deux figures sont corrélatives lOTfeqtfâ ttit 
point de la première figure correspond une droite dé là seèohdè, 
et à une droite de la première un point de ltt secondé. 
Appelons #, y, z les coordonnées rectiligries homogènes d'un 

point quelconque a de la première figure* 
p\ g', r* les coordonnées tangetitiéllès de 
la droite correspondante A' de là sécoildë 
figure. 
* On veut que, lorsque la droite À' tourtië 
*%• 7ê - autour d'un point fixe a 1 de la éecfciide fi* 

gure, ayant pour équation en coordonnées tangentiélleS, 

p'x' + q'y' -J- r'z' = o , 

le point homologue a décrive une droite A dans la première; il 
faut pour cela que p\ q\ r' soient proportionnelles à des poly- 
nômes entiers homogènes du premier degré en x> y, z. Les for- 
mules de corrélation sont donc de la forme 



(0 



ax + by + cz a t x + b t y + c t z a^c <f b t y + c a 2 * 



En les résolvant par rapport à x, y, *, on obtient deâ for- 
mules inverses de même forme : 

/ \ x y z 



dp' + Vf + c'r' ~ a' iP ' + Vjt + df' ~ <ijt + b\q' + c\r> ' 
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On en déduit que, réciproqtièrtierit, lorëtijtte Ks point tt décrit 
une droite A dans la première figure , la droite homologue A' 
tourne autour d'un point fixe a' dans la seconde. Le point à' est 
le point de la seconde figure qui correspond à la droite A de k 
première. 

De cette manière, à un point a et à une droite A de la première 

figure correspondent une droite A' et un point a! dans la se- 

» 

conde. 

136. — Appelons x\ y\ z! les coordonnées rectilignes du point a 
de la seconde figure , et p, g, r les coordonnées tangentielles de 
la droite homologue A de la première. La droite A' devant 
passer par le point a\ ses coordonnées tangentielles p\ g', r' 
doivent vérifier la relation 

si Ton y remplace p\ q\ r 1 par les quantités proportionnelles (1), 
cette relation devient • 

ou 

[aaf + atf + aj)x + [ba? -f btf + b# ! )y +■ (ex' + c,y' + cjjz = o ; 

c'est l'équation de la droite A en coordonnées rectilignes. 

Si Ton appelle p, g, r les coordonnées tangentielles de cette 
droite, on a 



(3) 



tâ + «1^ + <***' **' + btf + bj ex' + crf -f c t z' ' 
De même, si dans l'équation 

px-\-qy-\-rz = Q 

de là droite A, on remplace i, y, z par les quantités pfopor- 
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tionnelles (a) , on obtient l'équation 
ou 

Wp +*t9 + <W+ (*> + *'i? + «W.+ Mp-K* + <vy = o, 

qui représente le point cl en coordonnées tangentielles. 

En appelant x\ y\ s" les coordonnées rectilignes de ce point, 
on a donc 

af %i z' 

(4) 



tfp 4- a\ q -f- a' 8 r b'p -f *'i? + *V* ^ + c\q + c',r * 

Les formules (î) et (4) déterminent la droite et le point de la 
seconde figure qui correspondent à un point et à une droite de 
la première; les formules (2) et (3) le point et la droite de la 
première figure qui correspondent à une droite et à un point de 
la seconde. 

137. — Quand trois points sont en ligne droite dans Tune des 
figures, les trois droites correspondantes de l'autre figure se 
coupent en un même point, et réciproquement. 

A l'infini de la première figure correspond dans la seconde 
figure un point i ayant pour coordonnées 

De même à l'infini de la seconde figure correspond dans la 
première un point * ayant pour coordonnées 

Si le point a décrit une courbe S du m # degré, la droite A' en- 
veloppe une courbe S' de la m* classe. Réciproquement, quand 
le point a' décrit la courbe S', la droite A enveloppe la courbe S, 
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et par conséquent la classe de la courbe S est égale au degré de 
la courbe S'. 

138. — Supposons que Ton rapporte la première figure à un 
triangle quelconque et la seconde au triangle corrélatif. Appe- 
lons <x, p, «y les coordonnées rectilignes d'un point quelconque a 
de la première figure, p\ q\ r' les coordonnées tangentielles dé 
la droite correspondante A' de la seconde figure ; les formules de 
corrélation se réduiront à la forme simple 

JL-JL-t. 
a/f ~ bq' ~ r' ' 

car, aux côtés a=o,(î=o,7=:o du premier triangle, doivent 
correspondre les sommets p r = o , q' = o , r* = o du second. 



Théorème I. 

139. — A quatre droites prises à volonté dans Tune des figures, 
on peut faire correspondre quatre points pris à volonté dans 
f autre figure. 

Rapportons la première figure au triangle formé par trois 
droites données a= o, fi=o , y = o. La quatrième droite A aura 
pour équation p t a + qfi + f ,Y = o. Rapportons de même la 
seconde figure au triangle qui a pour sommets les trois points 
correspondants p'=o, q'=o, r'=o. Le quatrième point o' aura 
pour équation en coordonnées tangentielles p r a' t + 9'P'i + 

fY t = o. 

On prendra les formules de corrélation 

JL-L-1 

ap' ~ bq' r' ' 

et l'on déterminera les deux constantes a et b par les relations 

?h — b Jb — H 

*t F. ~ ii ' 
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ttvflÈ ii. — ctiÀp; îit. 



Théorème II. 



140*— ' A une conique et une droit* prises à volonté dans Tune 
M$ figures , on peut faire correspondre une conique et un point 
pria à volonté dans t autre* 
Prenons pour axes dans la première figure la droite donnée 06 

et les tangentes aux points où elle 
coupe la conique S. 

A ces trois droites faisons cor- 
respondre trois points* dont l'un 
est le point donné r', et les deux 
autres les points de contact p' et 
q' des tangentes menées de ce 
Plg * 77 ' point à la conique S' (fig. 77). 

L'équation de la conique S est 




(1) 



«p — £7*= 0$ 



celle de la conique S', en coordonnées tangentielles 

p'q' _ jér'* ta 0. 

À là efcffiiqué S fcortèôpofod, d'après les foilntileS 



la conique 
(31 



ap' bq' r' ' 



pq < r r= 0. 

ab 



Cette conique coïncidera avec la conique S', si l'on fait 

û6 = F 
L'un des deux coefficients a et 6 reste arbitraire. On peut en 
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disposer de manière à faire correspondre à un point de la 
première conique, une tangente de la seconde ou récipro- 
quement. 

Théorème III, 

ihi. — Le rapport anharmonique de quatre points en ligne 
droite dans Tune des figures est égal au rapport anharmonique des 
quatre droites correspondantes de Vautre figure. 

Considérons dans la première figure quatre points a, 6, c, d 

situés sur une droite E. A ces qua- 
tre points correspondent dans la 
seconde figure quatre droites kf 9 
B\ C\ D' passant par un même 
point e r . Joignons un point arbi- 
traire f aux points a, 6, c, â. Au 
v faisceau des quatre droites /a, /&, 
fc y fd correspondent dans la se- 
conde figure les points a\ &'* c\ 
d\ où la droite F' coupe les droites A\ B\ G', D'. Nous rap- 
porterons la première figure au triangle fab y la seconde au 
triangle e'a'b'. 

Les équations des droites du premier faisceau sont : 

(oa) a == o ; (oc) a — - mp = cf, 
(ob) p = o, (od) a — np=o. 




Fig. 78. 



Le rapport anharmonique de ce faisceau est — . 
D'après les formules de corrélation 



P 



ap' bq' r' 



/ 1 



lès quatre points correspondants a\ 6', </, d' ont pour équations 
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en coordonnées tangentielles 

(6') ?' = o, (<*') p'-.^ =0 . 

et par suite le rapport anharmonique de ces quatre points est 



. m 
aussi — . 
n 



Problème 1, 



142. — Trouver le lieu des points de la première figure tels que 
les droites corrélatives passent par ces points , ainsi que f enve- 
loppe de ces droites. 

Cherchons d'abord le lieu du point a par lequel passe sa droite 
corrélative A'. La droite A' devant passer par le point a, on a la 
relation 

//x-f qfy-\-r'z=ro. 

Si Ton remplace dans cette équation p\ q' 9 r' par les quan- 
tités proportionnelles (i) , on a l'équation 

(5) (ax + by + cz)x + (a t x -f b# + c 4 z)y + («^ + b t y -f c*)z = o. 

Ainsi, le lieu du point a est une conique S. 

Si dans la même relation on remplace *, y, % par les quan- 
tités proportionnelles (2) , on a l'équation 

(6) (<*>' + 6V + c'r')p' + (a\p> + b'rf + Wq* 

qui représente en coordonnées tangentielles la conique S', enve- 
loppe de la droite À'. 

143. — Remarque. Cherchons de même le lieu du point a 
de la seconde figure, par lequel passe sa droite corrélative A. 
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La droite A passant par le point a', on a la relation 

pd + 9}/ + rz ' = °- 

En remplaçant p, q 9 r par les quantités proportionnelles (3), 
on obtient le lieu du point a\ 

(?) (*x'+a i y'+ay+(bx'+b t} /+b t ) } /+ (ex' +€#'+€>) = o. 

En remplaçant au contraire x\ y\ z f par les quantités pro- 
portionnelles (4), on a l'enveloppe de la droite A : 

(8) (a>+a\?+«>)/>+^ 

Les équations (7) et (8) étant les mêmes que les équations (5) 

et (6) , on en conclut que le lieu du point a 1 est le même que 

celui du point a, et l'enveloppe de la droite A la même que celle 
de la droite A'. 

ïhh. — A un même point a considéré comme appartenant à 
lune ou à l'autre figure, correspondent deux droites différentes. 
Si le point a décrit une même conique dans l'une ou l'autre 
figure, les droites correspondantes envelopperont, en général, 
deux coniques différentes. Nous avons vu que le lieu du point 
par lequel passe la droite correspondante est le même dans les 
deux figures , ainsi que l'enveloppe de la droite qui passe par le 
point correspondant Les deux coniques S et S' ainsi obtenues jouis- 
sent de cette propriété remarquable que chacune admet l'autre 
pour corrélative dans l'une et l'autre figure; c'est pourquoi on 
les appelle coniques doubles. A un point situé sur la conique S 
correspondent les deux tangentes menées de ce point à la co- 
nique S' ; de même à une tangente à la conique S' correspondent 
les deux points où cette tangente coupe la conique S. 

Il est facile de voir que les deux coniques doubles S et S' sont 
doublement tangentes. 

En effet , soit a un point commun à ces deux coniques. A ce 
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point correspond la tangente A' à la conique §' df ns J'une pt 

l'autre figure ; mais, en vertu de la récipro- 
cité, au point a de la conique S' correspond 
la tangente en a à la conique S ; donc ces 
deux coniques ont même tangepte en a. Si 6 
est un second point commun , elles ont aussi 
même tangente B' en 6. 
Fig. 79. Les deux points de contact a et & sont 

des points doubles ; car à chacun d'eux correspond la mêpie 
droite M et B' dans les deux figures. Le point de rencontre p des 
deux tangentes À' et B' est aussi un point double ; car à ce point 
correspond la droite double ab. 

145. — Pour qu'à chaque point corresponde une même droite 
daps les deux figures; il faut, d'après les formules (i) et (5), 
que l'on ait 

a t s= b, a 2 = Cy b t = c i 9 et % = c. 

Le formule (i) montre que, dans ce cas, la droite A' est la 
polaire du point par rapport à la conique. 

ox* + ^y' -f" cj? -\- %bxy -\- acxz + MU* = <*• 

On retombe ainsi sur la méthode des polaires réciproques. Les 
deux coniques corrélatives doubles S et S' coïncident avec la 
conique précédente (*). 



I*) Tout ce chapitre est emprunté à Y Aperçu historique de M. Chastes. 
J^a corrélation des figures constitue le principe de dualité. 
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146. — Nombre des points nécessaires à la détermination (tune 
courbe de degré m. — Considérons une équation algébrique 
et entière du degré m entre x et y ; cette équation renferme un 
terme constant, deux du premier degré, trois du second... et 
enfin m+i du m e degré; de sorte que le nombre total des 
terro^ eçt 

i + 2 + 3 -f- ... -f- (m -f- 1) 

0» 

[m -f- i)(m+ 2) 



Le nombre des paramètres arbitraires, et par conséquent le 

nombre des points nécessaires à la détermination de la courbe 

est donc 

(m + i)(m-f 2) 

a 

ou plus simplement 

m(m+ 3) 
9 



— 1 
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Par exemple, il faut neuf points pour définir une courbe du 
troisième degré, quatorze pour définir une courbe du quatrième 
degré. 

Remarque. — Si parmi ces points, il y en a mp -f 1 sur une 
courbe de degré p, le lieu se décompose en deux, l'un du 
degré p, l'autre du degré m — p; car, la courbe du degré p 
rencontrant la ligne du degré m en plus de mp points, fait né- 
cessairement partie du lieu, qui se compose ainsi de cette courbe 
du degré p et par suite d'une autre courbe du degré m — p. 

Par exemple, une courbe du troisième degré est définie par 
neuf points ; si parmi ces neufs points il y en a quatre en ligne 
droite, le lieu se compose de cette ligne droite et de la conique 
définie par les cinq autres points. De même encore, si sept points 
d'une courbe du troisième degré sont sur une même conique, le 
lieu se compose de cette conique et de la droite passant par les 
deux autres points. 

Théorème I* 



447. Si parmi les — - — i-^- pointé qui définissent une ligne du 

degré m, il y en a mp — ~ — + 1 sur une courbe du 

degré p, ta ligne se décompose en deux* l'une du degré p, et l'autre 
de degré m — p. 
En effet, les autres points sont au nombre de 

2 2 

OU 

(m — p)[m — p + 3) 



ils définissent donc une courbe du degré m — p, et cette courbe 
jointe à la ligne de degré p forme le lieu du degré m. 
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D . ., m(m+3) . . ., .. (p— l)(p— 2) , 
Si parmi les — — ■ — -points il y en avait rop — ^- — --|-a, 

a étant plus grand que i , situés sur une courbe du degré p, 
le lieu ne serait pas déterminé, il se composerait de la courbe 
du degré p et de Tune quelconque des courbes du degré m — p 

passant par les ^ £'-* r ; — a -f 1 points restants. 

Quand p est égal à 1 ou à 2, le théorème rentre dans la re- 
marque faite précédemment. 



Théorème II. 



148. — Toutes les courbes du degré m qui passent par 

m(ni4-3) . , . . . (m — j)(m — 2) 

— — — - — 1 points donnés passent par - — '- autres 

points fixes. 
En effet, soient S = et S' = o les équations de deux courbes 

du degré m passant par- ' — 1 points donnés; Téqua- 

tion 

S+/vS'=o, 

dans laquelle le paramètre k est arbitraire, représentera toutes 
les courbes du degré m passant par les points donnés; car on peut 
déterminer le paramètre k de manière que la courbe passe par 
un autre point pris à volonté. Toutes ces courbes passent par 
les m* points d'intersection des deux courbes S et S', et par con- 
séquent par 



autres points fixes. 
Ainsi toutes les courbes du troisième degré qui passent par 

10 
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huit points donnés, passent par un neuvième point fixe; toutes 
les courbes du quatrième degré qui passent par treize points 
donnés, passent par trois autres points fixes, etc. 

Remarque. Deux courbes du degré m se coupent en m* 
points ; quand m surpasse deux, orç ne peut pas considérer nf 
points pris à volonté comme étant les points d'intersection de 

deux courbes du degré m ; car on a alors m* > — - — ^— -; on en 

2 

peut prendre w t m+ J — t à volonté; tes ftirtre$ Pfl résfjHert, 

d'après le théorème précédent. 



Théorème BŒ. 

149. — Si parmi les m* poires d'intersection de deux courbes 
du degré m, il y en a mp sur une courbe du degré p, les m(m— p) 
autres sont situés sur une courbe du degré m — p. 

En effet, parmi las m{m—p) points restants prenons-en 

v ro— -f)\m>— p-t- ) ^ ^terminent une courbe du degré m— p. 

L'ensemble de cette courbe et de la courbe du degré p forme 
une ligne du degré m qui passe par 



mp 



, (m—p)(m—p + S) m(m + 5) , (/> — >)(/> — ») 

•+■ ' ' " ' ' " i ■ i i i» ■ i JT~ . i , ■ ; I, m^+ 1 —4— ,% . i 



points communs aux deux courbes de degré m. Cette ligne a 

ainsi au moins — — = — '- — i points communs avec les deux 

courbes proposées ; donc elle passe par tous leurs points com- 
muns, et par conséquent la courbe du degré m — p passe parles 
autres points communs qui sont au nombre de m (m — p). 
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Théorème ÏV. 



150. — Un polygone de 2m côtés étant inscrit dans une conique, 
les m (m — 2) points que Y on obtient en prenant V intersection d'un 
côti quelconque (tordre pair avec les côtés non adjacents (Tordre 
impair sont situés sur une courbe de degré m — 2. 

Ce théorème est une conséquence du théorème précédent. Les 
côtés d'ordre pair forment un premier polygone de m côtés; 
les côtés d'ordre impair un second polygone de m côtés ; parmi 
les m* points d'intersection de ces deux lignes du degré m, il y 
a 2m points, c'est-à-dire les sommets du polygone proposé, qui 
sont situés sur une courbe du second degré; donc les m(m — 2) 
autres points d'intersection sont situés sur une courbe du 
degré m — 2. 

Le théorème de Pascal est un cas particulier de cette propo- 
sition : un hexagone étant inscrit dans une conique, si l'on prend 
Vintersection de chaque côti avec le cuti opposé, on a trois points 
en ligne droite. 

De même un octogone étant inscrit dans une conique, si Ton 
prend l'intersection de chaque côté d'ordre pair avec les deux 
côtés non adjacents d'ordre impair, on a huit points situés sur 
une courbe du second degré. 

DE QUELQUES FORMES DE L'ÉQUATION D'UNE COURBE DU DEGRÉ m. 



151. — L'équation générale des courbes du degré m peut se 
mettre sous la forme 

a et p étant deux polynômes linéaires , h un paramètre arbi- 
traire, <p et A des polynômes du degré m — 1. Il est facile de 
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s'assurer que le nombre des paramètres surpasse — ^ \ 

condition nécessaire pour qu'une courbe donnée de degré m 
puisse être ramenée à cette forme. En effet, le premier membre 
renferme 

(m — i)(m+3)4-5 = m î + m -f-5 
paramètres, et l'inégalité 

ou 

4 



(*-;)* +™>° 



est toujours satisfaite, quel que soit m. Par conséquent l'équa- 
tion d'une courbe du degré m peut être ramenée à cette forme 
d'une infinité de manières. 

Le point d'intersection des droites représentées par les équa- 
tions <x= o, (3=0 appartient à la courbe, et la tangente en ce 
point a pour équation 

9 

ç. et <J> d étant la valeur des fonctions* <p et <J> au point (a=o, 
P=o). En effet, si l'on ordonne l'équation par rapport à a, ,3, 
en posant 

< ? = ?o + < Fi + ?*+ 

+ =+. + +. + *.+ f 

<p t et <J>, étant des polynômes homogènes du premier degré en i 
et p, <p, et <|/ t des polynômes homogènes du second degré, etc. , 
l'équation devient 

«To + *?*o + ( a ?j + *P*i) + • • • — ° » 
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et Ton voit que la droite représentée par 

est tangente au point (a = o, . p = o) . 

152. — Une courbe du degré m peut, dans quelques cas 
seulement, être représentée aussi par l'équation 

«Pï + WPV = <>, 

a, p, y, .... a', p\ y étant des facteurs linéaires en x et y, et leur 
nombre dans chaque terme étant égal à m. Le nombre des con- 
stantes que renferme le premier membre est égal à fym + i ; 

ce nombre est plus petit que — — ±—L dès que m surpasse 5. 

La courbe passe par les m* points d'intersection des droites 
(a=o, a'=o) (a = o, P'=o), ..... 



Théorème \. 



153. — Théorème. Quand on coupe une courbe du degré m 
par une droite quelconque et qu'aux m points d'intersection on 
mène les tangentes à la courbe, les autres points d 9 intersection 
de ces tangentes avec la courbe sont sur une courbe du degré 
m — 2. 

En effet, soit (ï= o l'équation de la sécante donnée, on peut 
mettre l'équation de la courbe sous la forme 

a lt a t a m étant des fonctions linéaires, et <p une fonction du 

degré m — a. Car cette équation renferme, abstraction faite 
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dep, 



(m — 2)(m+i) 4»î4-a + fw a — m— 2 ro(m + 3) 

+ H : = = — 



2 



constantes arbitraires. Les droites représentées par a 4 = 0, 

a f = o, *« = o sont tangentes à la courbe aux points où 

ces droites sont coupées par la droite p=o; les m(m — 2) 
autres points d'intersection de ces tangentes et de la courbe 
sont situés sur la courbe y = 0. 

154. Corollaire I. — Les m (m — 2) points où une courbe du 
degré m est coupée par ses m asymptotes sont situés sur une 
courbe du degré m — 2. 

Car si Ton suppose [3 constant, la séuantë s'éloigne à l'infini, 
et les tangentes deviennent les asymptotes de la courbe* 

155. Corollaire IL — Les points d'inflexion d'une courbe du 
troisième degré sont trois à trois en ligne droite. 

En effet, soient A et B deux points d'inflexion de la courbe 
(fig. 80) , la droite AB rencontre la courbe en un troisième point G. 

Les tangentes aux points d'inflexion À 

et B doivent être considérées comme 

ayant trois points communs avec la 

courbe. La tangente en G rencontre la 

Flg * 80 ' courbe en un nouveau point situé sur 

la droite AB ; ce point coïncide donc avec le point G qui est 

aussi un point d'inflexion. 

On conclut de là qu'une courbe du troisième degré ne peut 
avoir plus de trois points d'inflexion réels, et que la droite qui 
joint deux points d'inflexion imaginaires conjugués passe par un 
point d'inflexion réel. 

POINTS MULTIPLES. 

156. — Supposons que l'on transporte l'origine des coordon- 
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nées en un point quelconque M de la courbe ; l'équation de la 
courbe sera de la forme 

*1+ W J+ +«» = <>> 

"i u t •• w m étant des polynômes homogènes du premier, du 
second, du ro e degré en x et y< La tangente au point M est 
donnée par l'équation u { = o. Mais si le polynôme u x est identi- 
quement nul en même temps que w , une sécante quelconque 
menée par l'origine a en ce point avec la courbe deux points 
communs qui se confondent, et l'on dit que le point M est un 
point double* Les tangentes à la courbe en ce point sont repré- 
sentées par l'équation u t = o, qui se décompose en deux autres 
du premier degré. 

Lorsque les deux racines de l'équation u t = o sont réelles et 
inégales, par le point M passent deux branches réelles ayant des 
tangentes distinctes. Lorsque les racines sont imaginaires* 
deux branches imaginaires se coupent au point M, qui est un 
point isolé. Quand les deux racines sont égales, le point M peut 
être un point isolé ou un point de rebroussement 

Si l'on a à la fois 

le point M est un point triple* Les tangentes en ce point sont 
représentées par l'équation ti,=o. 
En général, si l'on a identiquement 

le point M est un point multiple d'ordre k. 

Cherchons maintenant à combien de points simples équivaut 
un point multiple d'un certain ordre. Un point double vaut trois 
points simples ; car le polynôme u i renferme deux coefficients. 
Un point triple Vaut six ou 1 -f- a + 3 points simples ; en général 
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un point multiple d'ordre h vaut 



, + 3+ 3+ + A = ^±^ 



points simples, 



Théorème VI. 



157. — Une courbe du degré m ne peut avoir plus de 

(m— i) (m — 2) . 

^ ^ — — {. «oîti(5 doubles. 

2 

Nous remarquons d'abord qu'une courbe du troisième degré 
ne peut avoir plus d'un point double ; car si elle en avait deux , 
la droite qui passe par ces deux points couperait la courbe en 
quatre points. 

De même une courbe du quatrième degré ne peut avoir plus 
de trois points doubles; car si elle en avait quatre , la conique 
passant par ces quatre points et un cinquième point pris à vo- 
lonté sur la courbe couperait la courbe en neuf points. 

En général, supposons qu'une courbe du degré m ait n points 

doubles ; par ces points et rK — - — n autres points pris à 
volonté sur la courbe, faisons passer une courbe du degré p; 

cette courbe coupera la courbe proposée en ^ — - + » 

/* 

points, chaque point double comptant pour deux ; il sera impos- 
sible que la courbe ait n points doubles, si l'on a 

P(P + 5) , 

- + n>mp, 

d'où 

»> **"»-/> - 3 >. 

2 

Pour que l'on puisse faire ce raisonnement, il faut que le 
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nombre entier p inférieur à m soit tel que Ton ait 

a 

et par suite 

P^ + 5) ^ p{vn— p — 5) 

2 2 ' 

OU 

p> m — 3; 

on peut donc attribuer à p les deux valeurs m — 2 et m — 1 ; 

d'où Ton conclut que la courbe ne peut avoir plus de 

(m — 1) (m— 2I . , ,, 
^ L-i points doubles. 



Théorème VU. 



158. — Une courbe du degré m ne peut avoir plus de 

^ — n P % * points multiples d'ordre k, p étant le nombre entier 
2 (k — 1) 

2m 
immédiatement supérieur à-r 0. 

Supposons qu'une courbe du degré m ait n points multiples 

d'ordre k; par ces poinls et y * ' — n autres points pris à 

Jm 

volonté sur la courbe, faisons passer une courbe du degré p; 

cette courbe coupera la courbe proposée en ^ +(& — n 

points; il sera donc impossible que la courbe ait n points mul- 
tiples d'ordre k, si l'on a 

PlP±*l + {k _ l)n>mpt 

d'où 

,^ P(aw — p — 5) 
• a(fe-i) * 
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Pour que l'on puisse faire ce raisonnement, il faut que le 
nombre entier p inférieur à m soit tel que l'on ait 

P(P + *) ^ „ 
— — >«, 

et par suite 

/>(P + 5) p(am — p — 5) 
2 a (A — i) 

ou 

On attribuera à p la plus petite valeur entière supérieure à 

-r 3, et le nombre des points multiples d'ordre H ne pourra 

p(2tn — w— S) 
surpasser ^ x — î-t — £-. 

Remarque. Une courbe du degré m qui a un point multiple 
d'ordre m — i ne peut avoir d'autre point multiple. Car si elle 
avait un second point multiple la droite qui passe par ces deux 
points couperait la courbe en plus de m points. 

Il résulte des considérations précédentes que si un lieu du 
troisième dëgi-ê a deux points doiiblés, te lieu Se compose d'une 
droite et d'une conique. 

De même si un lieu du quatrième degré a quatre points 
doubles; il se compose de deux coniques. Si la droite passait 
par deux points doubles coupe la tourbe en un autre point, le 
lieu se compose d'une courbe du troisième degré et d'une 
droite 

Si un lieu du quatrième degré a un point triple et un point 
double, ce lieu se compose d'une courbe du troisième degré 
ayant un point double, et d'une droite passant parce point. 
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TANGENTES MULTIPLES. 

159. — Soit 

/"(/>, }) = (l) 

l'équation d'une courbe en coordonnées tangentielles* p^ et q 
les coordonnées d'une tangente particulière M ; si l'on pose 

P^Po + f'y 9 = P*+q'> 
l'équation prendra la forme 

*i+ *»+ «s+ -••• 4- *«== <** 

u, étant un polynôme homogène du premier degré en p' et q f § 
u t un polynôme homogène du second degré, etc* L'équation 
û t =o donne le point de contact de la tangente M. 

Si le polynôme u i est identiquement nul, la droite H est une 
tangente double ; elle touche la courbe en deux points donnés 
par l'équation ti, = o qui se décompose en deux équations du 
premier degré. 

Une tangente double vaut trois tangentes simples, comme un 
point double vaut trois points simples. 

L'équation ti s = o qui donne les deux points de contact de la 
tangente double peut avoir ses racines réelles et inégales, ses 
racines égales, ou ses racines imaginaires. Dans le premier 
cas, on a une tangente qui touche la courbe en deux points de 
contact réels (fig. 81); dans le second, une tangente qui a trois 
points communs avec la courbe ; le point de contact est alors 




Fig. 8i. Fig. 82. Fig. 85. 

un point d'inflexion ou un point de rebroussement (fig. 82 et 83) ; 
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enfin dans le troisième cas, les deux points de contact sont ima- 
ginaires ; c'est une tangente isolée. Le lieu se compose de cette 
droite et d'une autre courbe. 

On peut continuer de la même manière pour l'étude des tan- 
gentes multiples d'un ordre quelconque. 

L'équation (i) en coordonnées rectilignes représente la courbe 
polaire réciproque par rapport au cercle de rayon 1 . 

Ainsi les tangentes multiples de la courbe proposée corres- 
pondent aux points multiples de la courbe réciproque. 

De là un nouveau moyen d'étudier les tangentes multiples à 
une courbe donnée, c'est de faire la transformation des points 
doubles de la courbe polaire réciproque. 

On arrive ainsi à des résultats curieux ; à un point simple cor- 
respond une tangente simple. A un nœud, une tangente double 
ordinaire ; à un point de rebroussement de première espèce, une 
tangente double à un point d'inflexion ; à un point de rebrous- 
sement de seconde espèce, une tangente double à un point de 
même nature. Les points (ïosculation, qui sont doubles, et dont 
les tangentes sont aussi doubles se retrouvent dans la courbe 
réciproque. 

FORMES D'ÉQUATION QUI CONVIENNENT AUX POINTS ET AUX TANGENTES 

MULTIPLES. 



160. — Dne courbe ayant un point double peut être représentée 
par l'équation 

a et p étant des polynômes du premier degré en x et y, 
?» <{>, x d es polynômes du degré m — 2. 

Le point double est l'intersection des droites a = o et P = 0. 
Les tangentes en ce point sont données par l'équation 
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Enfin on peut s'assurer que cette équation est F équation gé- 
nérale des courbes du degré m qui ont un point double ; elle 
contient en effet 

3(m — a)(m+0 n 3 (m' -—m + 2) 
— -j- O = * 

2 2 

constantes. Et on a toujours 

3 (m* — m -f 2) > m(m -|- 5) ; 
car cette inégalité revient à celle-ci 

m % — 3m + 3 > o , 

qui a toujours lieu, quel que soit m. 

L'équation générale d'une courbe de degré m, douée d'un 
point triple, est 

(2) a* 8 cp + 6*'(fy + c%$*x + d$*tû = o. 

Le point triple est à l'intersection des droites a = o et fi = o. 
Les tangentes en ce point sont données par l'équation 

L'équation (*a) contient 

2(m — 5)m -f- 7 = 2Wî * — 601 -j- 7 

coefficients. Ce nombre est supérieur à — — î— i quand m est . 

plus grand que 3. Toutes les courbes au-dessus du troisième 
degré, c'est-à-dire celles qui peuvent avoir des points triples, 
sont donc susceptibles d'être ramenées à cette formule. Quand 
m = 3 , l'équation représente un système de trois droites passant 
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au point d'intersection des droites a = o et [î = o ; on peut donc 
dire que l'équation convient encore à ce cas. 

L'équation générale des courbes de degré m qai ont une tan- 
gente double peut s'écrire : 

(5) * «p + i?V* = û. 

On voit que la droite a = o est doublement tangente à la 
courbe aux deux point? [t. = o, [i = o) et (a = o, y = o) . 

Cette équation renferme un nombre suffisant de constantes 
pour que l'équation d'une courbe quelconque de degré m puisse 
y être ramenée. On a, en effet, 



(m— i)(ip+a) , (m — 4)(ro— i) , _^ m(m + S) m 

; + ; + ?> ; > 



car cette inégalité revient à celle-ci, 



m* — 7H1+ i6> o 

qui est toujours satisfaite, 

161. — L'équation générale des courbes de degré m qui ont 
un point d'inflexion peut s'écrire 

(4) «p+*p*4> = o. 

Le point d'inflexion est à l'intersection des droites <x= o, (î=o. 
La droite a = o est la tangente en ce point. 

Cette fortne d'équation rgpferme également un nombre suffi- 
sant de constantes. On a, en effet, 

(m — i) (m + a) , (i» — 3)m m(m + 3) 

a a 3 
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car cette inégalité revient à celle-ci, 

m* — 5m-f-8>o 

qui est toujours satisfaits, 

Nous ferons remarquer que toutes les formes d'équation que 
nQps YPSQflS cfe piter ont lieu également en coordonnées tangen- 
tielles, et qu elles donnent les tangentes multiples quand les pre- 
mières donnent les points multiples, et réciproquement. 



1 



CHAPITRE II. Ô 



Théorie dos points singuliers dans les courbes planes. 



I 

162. — Avant d'aller plus loin, nous exposerons une 
théorie des points singuliers dont ridée première est due à 
M. Sturm ; elle peut être regardée comme une méthode générale 
pour la construction exacte et complète des courbes planes. 

Considérons une équation algébrique et ramenée à la forme 
entière 

(0 K^y) — * 

entre les deux variables x et y. La série des points du plan dont 
les coordonnées vérifient l'équation peut être envisagée comme 
étant la représentation géométrique des solutions réelles de 
l'équation. 

Soit M l'un de ces points, a? et y ses coordonnées; cherchons 
quels sont les points voisins du point M qui satisfont à l'équation 
proposée. Désignons par x -{- A? y + k les coordonnées d'un point 
voisin, h et k étant des quantités infiniment petites. Si l'on déve- 
loppe le polynôme f(x + ft, y -j- k) suivant les puissances crois- 
santes de h et de k, l'équation deviendra 



(*) Ce chapitre est extrait textuellement d'une note de M. Briot placée à la Un 
du 1 er volume du Calcul infinitésimal de M. Couraot. 
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363. — Nous allons d'abord examiner le cas général, celui 

où les deux données partielles f m et f' v 
ne sont pas nulles simultanément au 
point M. 

Menons deux parallèles à Taxe des y, 
à la distance infiniment petite A, de 
part et d'autre du point M et cherchons 
Fig. 84. quels sont sur ces deux parallèles les 

points qui vérifient l'équation (fig. 84). Pour simplifier posons 




f 

L'équation (a) prend la forme 



- =w = tangto, — ^-== w = tanga. 



(3) u — v + PA + QA* + = o. 

Gomme h est une quantité infiniment petite, l'équation ne 
pourra être satisfaite que par des valeurs de u peu différentes 
de u , c'est-à-dire par des valeurs de u> peu différentes de a. Par 
le point M menons la droite À'A, qui fait avec l'axe des x l'angle a ; 
il est clair que les points cherchés doivent se trouver dans le 
voisinage des points A et A' où cette droite coupe les deux pa- 
rallèles. Si l'on donne à u une valeur qui diffère de a d'une 
quantité supérieure ou égale à l'angle y très-petit, mais déter- 
miné, on pourra trouver une quantité très-petite e, telle que 
pour toute valeur de h inférieure ou égale à e, le premier terme 
u — u Q du polynôme (B) ait une valeur numérique plus grande 
que la somme de tous les autres termes, et par conséquent donne 
son signe au polynôme. 

Considérons la dérivée 



i-fP'A + Q'A* + 



du polynôme par rapport à u } le premier terme étant constant, ou 

41 
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pourra déterminer une quantité très-petits *' telle que, pour les 
valeurs de t* comprise» entre <* % y et a + Y» toute valeur de h infé- 
rieure au égale à ê ronde ee premier terme plus grand numérique- 
ment que la somme de tous les autres. Appelons e la plus petite 
des quantités <t et é et supposons que h soit inférieure ou égale 
à c. Traçons les deux droites B'B et C'C qui font avec A'A de part 
et d'autre l'angle y% 

Le polynôme (5) ayant sur les deux parallèles une valeur po- 
sitive m tous les points situés au-dessus du point G ou au-dessous 
du point G' négative en tous les points situés au-dessous du 
point B, ou au-dessus du point B', ces quatre portions de droite 
ne renferment aucune solution de l'équation. 

Si l'on imagine qu'un point mobile parcoure la portion de 
droite BC, le polynôme, ayant en B une valeur négative, en C 
une valeur positive, et variant d'une manière continue s'annu- 
lera dans l'intervalle; d'ailleurs il ne s'annulera qu'une fois 
puisque la dérivée ne s'annule pas. dans cet intervalle. Ainsi 
la portion BG comprend une solution de l'équation et une seule. 
Il en est de même de la portion B'C', Concevons maintenant 
que h décroisse de. e à o, chaque valeur de h donnera dans 
chacun des deux angles opposés BMC et B'M'G un point particu- 
lier et la série de ces points formera évidemment une courbe con- 
tinue passant en M. 

Comme l'angle a? peut &re pris aussi petit qu'on voudra, U 
est visible que la, droite A'A qui a pour coefficient angulaire 



tangtt = — ^ 



est tangente à la courbe au point M. 

On a supposé dans ce qui précède que la dérivée partielle f y 
n'est pas nulle; si elle était nulle, sans que f x le fût, on per- 
muterait dans le raisonnement ft et k; on mènerait deux parallèles 
& Taxe des a? à la distance k du point M et Ton arriverait à la 
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même conclusion, seulement la tangente aérait parallèle à l'axe 
dey. 

Il résulte de là que lorsque les coordonnées Sun point qui sa- 
tisfont à t 'équation proposée n'annulent pas à la fois les deux 
dérivée* partielles du premier mmhre, en ce point passe une 
branche de courbe simple. 

164. — Il est aisé de trouver la forme de la courbe dans le 
voisinage du point M. Si Ton fait îi=m , le polynôme (3) se 
réduit à 

(4) P«a + QoA 8 4- n-M- 

On peut trouver une quantité e" telle que pour toute valeur de 
h inférieure ou égale à e\ le premier terme du polynôme (4) 
qui ne s'annule pas, donne son signe au polynôme. Appelons e' 
là plus petite des quantités e et e" et supposons h moindre que e\- 
Si le premier terme qui ne s'annule pas dans le polynôme (4) 
est de rang impair, comme le terme change de signe avec ft, le 
polynôme aura des signes contraires en A et en A', par exemple 
le signe — en A et le signe + en A'; les deux points de la courbe 
seront situés l'\m m entre A et G, l'autre m' entre A' et B'; dans 
ce cas la courbe est convexe (fig. 84) et tourne ça concavité vers 
les y positives. Si la série avait le signe + en A et le signe — 
en A', la courbe serait encore convexe, mais elle tournerait sa 
concavité vers les y négatives. 
Ainsi lorsque la quantité 

P „ fi* + *&**+&< 
_ h f* 1 ~ fxhfxy + /*/»' 

n'est pas nulle, la courbe est convexe au point M, et le signe 
de P indique le sens de la concavité. 
Si le premier tenue qui ne s'annule pas dans le polynôme (4) 



'■^ll i m I%|» 
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est de rang pair, le premier terme ne changeant pas de signe 

avec h, la série a le même signe, par 
exemple le signe + en A et en A' ; les 
deux points de la courbe sont situés l'un 
m entre A et B, l'autre m! entre A' et B'; 
la courbe passe d'un côté à l'autre de la 
tangente; il y a inflexion (fig. 85). Ainsi 
quand P est nulle sans que Q le soit, 
il y a inflexion. 

165. — Nous avons démontré que lorsque les deux dérivées 
partielles du premier ordre ne sont pas nulles simultanément 
au point M, en ce point passe une branche de courbe simple, 
avec ou sans inflexion. Il en résulte que si Ton ne range pas 
l'inflexion parmi les singularités des courbes, les points singu- 
liers ne peuvent se trouver que parmi ceux dont les coordonnées 
annulent à la fois les deux dérivées partielles du premier 
membre de l'équation. 




Fig. 85. 



II 



166. — Supposons maintenant que les deux dérivées du pre- 
mier ordre soient nulles simultanément, l'équation se réduit à 

(£/S+»fi+7-;/?)+ - 



ou 



(5) (/S +a/^n + /?« 1 ) + 8 * + T * , + -=°- 

Considérons l'équation du second degré 



(6) 



/ï» «* +*/*«+/* = - 



i tr cas. — f£ — fjpf^ <o. Le premier terme du polynôme 
ayant constamment une valeur finie et de même signe, l'équa- 
tion ne peut être vérifiée. Le point M est un point isolé, 
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a e cas. — f^ — f# fy 7 > o. L'équation (6) a deux racines 
réelles, tang. a et tang. (î, a<(î; le premier terme et par suite 
le polynôme (5) changent de signe quand o> varie de a«^ y à a+Y 
et de p — y * P+Y» ^ n'y a d'ailleurs qu'une seule solution dans 
chacun de ces intervalles parce que la dérivée par rapport à u 



*(/;+/» + S'A + 



ne s'annule dans aucun d'eux ; il en résulte deux branches sim- 
ples tangentes respectivement aux droites qui font avec l'axe 
des x l'angle a ou l'angle p. Le point M est un point multiple. 

3° cas. — fê — fx*fv* =o. L'équation (6) a ses deux ra- 
cines égales à u =tang a, et l'équation (5) se met sous la forme 



00 



( w _ Uo y + Ph + Qh*+ = o. 



n 



Si la valeur de P pour u = u n'est pas nulle, on peut donner 

à h une valeur assez petite pour que le 

second terme soit plus grand que la 

a- somme de tous les suivants et par con- 

m x 

b+ séquent donne son signe à l'expression 
PA+ Q** + P our l es valeurs de <o voisines 
de a. Supposons P < o ; le polynôme a le 
signe — en A, le signe + en B et en G 
(fig. 86) ; il y a donc une solution m dans 
Fig. ae. le premier intervalle et une n dans le 

second. D'ailleurs, il n'y en a qu'une dans chacun d'eux parce 
que la dérivée seconde relative à u 

*& + V'h+ 




ne s'annule pas de B à C. Sur la parallèle de gauche, le poly- 
nôme étant la somme de deux quantités positives, ne peut s'an- 
nuler; cette parallèle ne renferme donc aucune solution et l'on 
a un rebroussement de première espèce. 
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Lorsque P = ô, le signe du polynôme en À et en A r est le 
même que celui de Q ft\ de sorte que si Q est négative chacun 
des quatre intervalles AB, AG, Â r B', A'C comprend une jahitioû* 
ce qui donne deux branches de courbe tangente* à k même 
droite à'A et situées de part et d'autre de la tangefttei Mate 
si Q est positive, il y a incertitude, l'un des deux intervalles AB 
ou AG peut contenir deux solutions et de même l'un des deux 
intervalles A'B' ou A'C. 

167. — Pour lever cette ambiguïté, on posera u=u ri +**'*'♦ 
ce qui réduira l'équation (7) à la suivante 



<*) 



(i^ + F.tf + 'tW+SA-f =0 



que Ton traitera conùne l'équation (7). 

Si P 8 — 4Q < °> cette équation est impossible, le point M est 
isolé. Lorsque P«* — 4Q >o, l'équation u' t * -f- P' u'+ Q = o 
admet deux racines inégales t! et u\ ; si ces deux racines sont 
de même signe, la courbe se compose de deux branches convexes 
situées du même doté de la tangente commune; si elles sont 
de signes contraires, ces deux branches sont situées de part et 
d* autre de la tangente ; dans ces deux cas, le point M est un point 

multiple. Lorsque P' * — 4Q = °> s * S 
est différent de zéro, l'équation (8) ad- 
met pour Tune des parallèles deux so- 
lutions voisines de u' , ce qui donne pour 
u deux valeurs, voisines de w + u' fc; il 
y a au point M un rebroussement de se- 
conde espèce (fig. 87). Si S =o et qu'il 
y ait ambiguïté, on poserait 




Fig. 87. 



«fa^ + A 



et on continuerait de cette manière jusqu'à ce que Ton eût dé- 
terminé exactement la forme de la courbe. 
La discussion précédente qui porte spécialement sur les 
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termes du second degré ftrit bien comprendre Fesprit de la 
méthode Nous alto&g maintenant imposer d'une manière gé- 
ûérade. 



III 



168% — L'équation {*) <gt de la forme 

les exposants a et (3 étant entiers. Regardons ft comme un infini- 
ment petit du premier ordre, et désignons par p Tordre de Tin- 
finiment petit i. Considérons le groupe des termes du degré le 
moins élevé; ce premier groupe doit contenir au moins deux 
termes tels que 

AA a * p , Ajf'kK 
Ces deux termes étant de même degré, on a 



* + £«=*!+ ?&, 



d'où 



)*=* 



a 4 — « 

F=fc' 



Il en résulte que le degré de k par rapport à h est commen- 
surable. 

169. — Voici comment on parvient à former le premier groupe : 
dans un plan, traçons deux axes rectangulaires Ox et Oy (fig. 88), 

et marquons les points qui ont pour coor- 
données les exposants a et p dans les 
différents termes, a étant Tabcisse, p For- 
donnée. À chaque terme correspond un 
point du plan* Comme le polynôme doit 
contenir au moins un terme indépendant 
de h et un indépendant de ft, sans quoi 
il serait divisible par h ou par fc. il y aura au moins un point sur 
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l'axe des y et un sur Taxe des x. Nous remarquerons d'abord 
qu'à des termes de même degré correspondent des points placés 
en ligne droite; et, en effet, la valeur de p. trouvée précé- 
demment montre que la droite qui joint les points correspon- 
dants à deux termes de même degré a une direction constante ; 
cette droite fait avec l'axe des y négatives un angle dont la tan- 
gente est égale à |*. Si, par un point quelconque (a,, p s ), on 
mène une droite parallèle à cette direction constante, cette droite 
ayant pour équation 

* — «,=■ — t* (y — Pi), 

son abcisse à l'origine <x s -f- ^P 2 est précisément égale au degré 
du terme correspondant. Il en résulte que les droites parallèles 
sur lesquelles sont placés les points qui correspondent aux divers 
groupes de termes s'éloignent de l'origine à mesure que le degré 
de ces termes augmente; par conséquent, la ligne qui passe 
par les points du premier groupe laisse à sa droite tous les autres 
points. 

170. — Que Ton imagine une droite coïncidant d'abord avec 
l'axe oy et qu'on la fasse tourner autour du premier point situé 
sur cet axe de droite à gauche ; c'est-à-dire en augmentant son. 
abscisse à l'origine, jusqu'à ce qu'elle rencontre un second point; 
qu'on la fasse tourner ensuite autour de ce second point dans le 
même sens jusqu'à ce qu'elle en rencontre un troisième, et ainsi 
de suite jusqu'à ce que la droite passe par le premier point situé 
sur l'axe ox* on formera ainsi une ligne brisée convexe dont 
chaque côté passe par plusieurs points et laisse tous les autres 
à sa droite. Chacun des côtés de cette ligne convexe donnera 
une manière d'établir le premier groupe. 

171. — Considérons l'un de ces modes de groupement en 
particulier et soit - la valeur correspondante* de [*, - étant une 
fraction irréductible. Deux termes 
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du premier groupe étant du même degré, on aura 

a + p^c^ + p^ 
q q 

tq + Vp^^q + hp, 
ou 

La différence a t — a des exposants de h est un multiple de p, 
la différence (3 — (î, des exposants de & un multiple de q ; on 
aura donc 

n étant un nombre entier. Le premier groupe, ordonné par rap- 
port aux puissances croissantes de ft, ou par rapport aux puis- 
sances décroissantes de k 9 s'écrira donc 

6, c, . . . g étant des nombres entiers croissants. 

172. — Nous allons, pour continuer la transformation, distin- 
guer deux cas principaux, selon que le nombre q est pair ou 
impair. Considérons d'abord le cas où q est impair. 

Si l'on pose 

h = A'', k =. uh'fi. 

h! étant une nouvelle quantité infiniment petite de même signe 
que h, u une quantité finie, le premier groupe devient 

^+V p v?-W[\u gq +Ku {g - b)q + + G]. 

Tous les termes de l'équation contenant le facteur ft' a 9+Pp, on 
peut diviser par ce facteur et ramener l'équation à la forme 

fio) tt p - w [Air w + B« ,flf ~* : *+ +G] + etc. = o. 
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Le premier groupe devant avoir une valeur infiniment petite 
pour se réduire avec les suivantes, la valeur finie de u différera 
très-peu de l'une des racines de l'équation 

(1 1) kv,™ -f B*&-w + -f- G = o. 

Si Ton pose 

cette équation se réduit au degré f et devient 



(12) 



À0* + Bv*-*+ 4-G=o. 



173. — Il faut étudier séparément chacune des racines réelles 
de cette équation. Soit v une racine simple de l'équation (ia); 

l'équation (11) admet la racine simple * «=t> o * * et l'on démon- 
trera, comme précédemment, que> quel que soit te signe 4e h% 
l'équation (10) admet une racine voisine de w , et une seule, 
d'où résulte une valeur de k sensiblement égale à w' h'*. À. cette 
racine simple, correspond une branche de courbe passant au 
point M et s' étendant à droite et à gauche de ce point. 

» 

La forme de la courbe varie suivait que p est pair ou impair, 
plus grand ou {dus petit que q. 

i* p impair. Quand on change le signe de h ou de K 9 h change 

lui-même de signe ; il en résulte une branche 
à inflexion, tangente à une parallèle à l'axe 

des x si -> 1 (fig. 89), à une parallèle à 

l'axe des y si - < 1 (fig. 90). 

Le cas particulier où p = q = 1 rentre dans 
le précédent. Mais la tangente a une direction 
oblique et il n'y a plus nécessairement inflexion 

(fig. 84 et 85). 

Fig. 90. 

2* p pair. Quand ft' change de signe, h conserve le môme 



M 



Fig. 89. 
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signe. Si - > 1 , la courbe a la forme convexe ordinaire et est 



M 



Fig. <>!. 




Fig. 92. 



P 



taagenrte à une parallèle à Taxe des x (fig. 91); si - < 1, elle 

forme un rebroussement de première espèce, dont la tangente 
est parallèle à Taxe des y (fig. 92). 

174, — Étudions maintenant le cas où g est un nombre pair. 
On posera 

h = ±h!\ k = uh' p , W* = v, 

h' étant une quantité infiniment petite, positive ou négative, 
u une quantité finie que l'on pourra toujours supposer positive, 
à cause du double signe de h 1 ou de ft' p , puisque p est impair. 
On affectera la quantité h ,q du signe + ou du signe — , selon 
que Ton cherchera les points situés sur la parallèle de droite ou 
sur celle de gauche. Si l'on considère la parallèle de droite, il 
faudra prendre h = h' q ; la transformation est la même que celle 
que nous avons effectuée précédemment, et on arrive aux mêmes 
équations (10), (11), (12). 

Si l'on considère la parallèle de gauche, il faudra prendre 
h = — h fq , les équations (10), (11), (12) sont remplacées par 
les suivantes : 



(11)' Att M +(- 

(12)' A^+(- 



■ ifBu {g ^ )q + .. . + (— ifG) + etc. 
if Bu {g ~ l)q +... + (— g G = o. 



o. 



Nous remarquerons d'abord que les équations (12) et (12)' ont 




Fig. 93. 
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leurs racines égales et de signes contraires. Les valeurs posi- 
tives de v sont seules admissibles, les valeurs négatives donnant 
pour t* des valeurs imaginaires. Soit donc v une racine simple 
positive de Tune de ces deux équations, par exemple de l'équa- 
tion (12). L'équation (11) admet la racine réelle et positive 

w = v 4\ si, dans l'équation (10), on donne successivement à 

h' une valeur positive et une valeur négative, on 
voit que cette équation admet deux racines réelles 
voisines de w ; il en résulte pour k deux valeurs 
de signes contraires voisines de u h' p . À cette ra- 
cine simple v correspond ainsi une double bran- 
che de courbe située d'un même côté du point M, 
à droite dans l'hypothèse actuelle; elle forme une 

branche convexe ordinaire, tangente à une parallèle à l'axe des y 

si - < 1 (fig. g5) , un rebroussement de première 

espèce tangent à une parallèle à Taxe des x si 
H>i (fig. 9 4). 

Considérons maintenant une racine négative de l'équation (12); 
à cette racine négative ne correspond aucun point sur la parallèle 
de droite ; mais cette racine devient positive dans 1" équation ( 1 2) ', 
et elle fournit l'une des courbes trouvées précédemment, mais 
tournée en sens contraire, c'est-à-dire vers la gauche. 

175. — Nous avons supposé jusqu'à présent que l'équation 
(12) n'admet que des racines réelles simples. Chacune d'elles 
donne une branche simple passant par un point M et pouvant 
offrir une inflexion ou un rebroussement de première espèce. 
Considérons actuellement une racine réelle t? d d'un degré n de 
multiplicité. Le premier membre de l'équation (12) ou (12)' est 
divisible par (v — t\>) w , le premier membre de l'équation (1 1) ou 
(n)' par (u — w„) n . Si l'on pose 



u = w -f k, 
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f étant une quantité infiniment petite, et que l'on remplace u 
par cette valeur, l'équation (10) ou (10)' aura tous ses termes 
infiniment petits et prendra la forme 

(i3) £A'*"'^ = o. 

On traitera cette équation comme on a trûté l'équation (9). 
Marquant dans un plan les points qui ont pour exposants les 
coordonnées de h' et de #, on examinera les différentes manières 
de former le groupe des termes du degré le moins élevé. Chacun 
de ces modes conduira à une équation analogue à l'équation (12), 
après qu'on aura posé h t =i±h tfq \ k' = tfft" pf , u' q ' = v'. Les 
racines simples de cette nouvelle équation n'offriront aucune 
difficulté. A une racine simple correspond une valeur de k! de la 
forme Wo'A" 1 ", et par suite une valeur de k sensiblement égale 
à {Uo + u'X^h*. 

Si q et q' sont impairs, h' et h" ont le signe de k et l'on a une 
branche de courbe qui s'étend à droite et à gauche du point M, 
et qui reproduit l'une des formes représentées par les fig. 89, 
90,91,92. 

Si q est pair, q' impair, il faut choisir le signe de ft, ce qui in- 
dique que la courbe ne s'étend que d'un côté, h! conserve le 
double signe, h" a le même signe que ft'; on a donc pour k, sur 
une même parallèle, deux valeurs de signes contraires, ce qui 
reproduit l'une des deux formes représentées par les fig. 93 
et 94, 

Si q est impair, q' pair, ft' a le signe de ft, et h" un double 
signe ; mais dans la nouvelle équation il faudra choisir le signe 
de h\ ce qui indique que la courbe ne s'étend que d'un seul 
côté; t" conservant le double signe, et p' étant impair, on a 
pour ft, sur une même parallèle, deux valeurs du même signe, 
ce qui donne un rebroussement de seconde espèce, dont la tan- 
gente est parallèle à l'axe des a? ou à l'axe des y, selon que - 





174 LIVHE UI. — CHAP. II. 

est plus grand ou plus petit que l'unité (fig. 96 et 96). Cepen-* 

dant, dans le cas où p = q = 1 , le rebrousseaient 
est de première espèce, la tangente ayant une 
direction oblique (fig. 86). 
Enfin, si q et q' sont pairs, il faut d'abord 
Fig. «5. choisir le signe de ft, puis celui de ft', ft" conser- 
vant le douWe signe, On a encore un rebroussement de seconde 

espèce (fig. $5 et 96)* 

Quand l'équation en v' a des raçioes multiples 
réelles, on pose u f = u\ + V et on opère, une 

■i 1- nouvelle transformation analogue aux précédentes, 

Fig. 96. et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on arrive à une 
équation n'ayant plus de. racine multiple. 

176. — Il est aisé de voir que la suite de ces transformations 
ne peut se prolonger à l'infini, et qu'elle doit nécessairement se 
terminer après un nombre limité d'opérations. Si l'on désigne, 
en effet, par m le degré de l'équation proposée, lé plus fort 
exposant de k et de u dans les équations (9) et ( 1 o) étant au 
plus w, il e$t évident que le degré de l'équation (12) ne peut 

surpasser — ; le degré n de la racine multiple v ne peut donc 

surpasser -. Quand dans l'équation (,.), on remplace u par 

% + k\ le premier groupe fournit un terme en k'" indépendant 
de ft'; l'exposant de k' dans le premier groupe de la nouvelle 
équation sera donc au plus égal à n; le degré de l'équation 

ïi fît 

en tf ne pourra donc surpasser — ou —7. En continuant ainsi, 
on voit qu'après un certain nombre d'opérations le degré de 

l'équation à laquelle on arrive, ne pouvant surpasser — r»> sçra 

nécessairement du premier degré. 

Le raisonnement serait en défaut si l'on avait q=zq k czsq lt ... 
mais, dans ce cas, comme ft = ft'=ft"=... le degré de ft'neva 
pas en augmentant; comme d'ailleurs, à chaque opération, on 
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divise par une certaine puissance de /*, il est évident que ce 
degré va en diminuant; on arrivera donc à une équation du 
premier degré en ft, dans laquelle le premier groupe sera nécesr 
sairement formé de ce terme en h et du premier terme indépen- 
dant de h i on aura ainsi à résoudre une équation binôme en it, 
et par suite une équation du premier degré en i\ 

177. — Il résulte de ce qui précède, que les courbes algé- 
briques n'admettent ni points d'arrêt, ni points saillants. La 
méthode ramène, en effet, la construction de la courbe à la 
considération des racines simples réelles de diverses équations ; 
or nous avons vu que dans tous les cas une racine simple donne 
deux branches ayant même tangente, et situées de part et d'autre 
ou d'un même côté de la tangente ou de la normale; elles 
forment donc, ou une courbe ordinaire convexe ou à inflexion 
ou un rebroussement de première ou de seconde espèce. 

Il est à remarquer qu'une fois arrivé à une racine simple, 
ce qui suffit pour la construction de la courbe, si Ton continuait 
les transformations on n'aurait plus à considérer que des équa- 
tions du premier degré en u ; U n'y aurait plus de subdivision 
dans le calcul; les exposants seraient tous entiers et Ton obtien- 
drait le développement de k en série suivant les puissances crois- 
santes de h. 



IV 



178. — La même méthode sert à déterminer avec exactitude 
les branches infinies de la courbe et leurs asymptotes ; elle donne 
toutes les asymptotes paraboliques de la forme 

y = ax n + bx n ' + e 7 

les expoasmts de a? étant entiers ou fractionnaires, mais po- 
sitives, 
Dans l'équation proposée , considérons x et y comnote des 



/* 
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quantités infiniment grandes. Marquons dans un plan les points 
qui ont pour coordonnées les exposants de x et dey dans chaque, 
ternie et désignons par jx le degré de y par rapport à x\ le pre- 
mier groupe, c'est-à-dire le groupe des termes du degré le plus 
élevé, devant contenir au moins deux termes, on démontrera, 
comme précédemment que jx est commensurable, que les points 
correspondants aux termes de même degré sont en ligne droite, 
et que la droite qui passe par les points correspondants aux 
termes du premier groupe laisse tous les autres points au-des- 
sous et à sa gauche. D'après cela, pour former le premier groupe, 
on imaginera une droite se mouvant parallèlement à l'axe de x 
et venant des y positifs jusqu'à ce qu'elle rencontre un premier 
point, puis, tournant autour de ce point, de gauche à droite, 
jusqu'à ce qu'elle en rencontre un second, tournant ensuite 
autour de ce second point dans le même sens, jusqu'à ce qu'elle 
en renôontre un troisième et ainsi de suite, jusqu'à ce que la 
droite devienne parallèle à l'axe des y. Chacun des côtés de cette 
ligne brisée donnera une manière d'établir le premier groupe. 

Si ~ désigne la valeur correspondante de [x, on posera x-=x ,q 9 

ou x=±x' q suivant que q est impair ou pair, y=uaf*; si l'on 
divise car la plus haute puissance de x\ l'équation sera ordonnée 

suivant les puissances croissantes de -7; égalant le premier 

groupe à zéro, on aura à résoudre une équation en u que Ton 
simplifiera en posant u*=v. Soit t* une racine de cette équation, 

on posera « = t/ + fc, - =ft, et l'on arrivera à une équation de 

x 

la forme 

sAA a ^=o 

entre le? deux quantités infiniment petites h et k. On traitera 
cette équation par la méthode suivie pour le3 points singuliers, 
et l'on poussera les calculs jusqu'à ce que l'on arrive, dans le 
développement de fc, suivant les puissances croissantes de ft, à 
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un exposant plus grand que p, ou plus loin encore si la sépara- 
tion des racines l'exige ; la valeur correspondante de y se trou- 
vera ainsi développée suivant les puissances décroissantes de x 
et le dernier terme ou les derniers termes étant affectés d'expo- 
sants négatifs. En négligeant ces derniers termes, on aura l'asymp- 
tote parabolique ; les derniers termes indiqueront le nombre et 
la disposition des branches de courbe qui correspondent à une 
même asymptote. 

p f/ 

Lorsque - = i, ~ étant égal ou supérieur à l'unité, l'asymp- 
tote devient rectiligne. Nous remarquerons qu'à une même 
asymptote correspondent toujours deux branches de courbe 
situées d'un même côté, ou de côtés différents par rapport à 
l'asymptote, vers une même extrémité ou vers deux extrémités 
différentes. 
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CHAPITRE in. 



aruéofc'ftfe aea 



Théorème I. 

179. — Si, par un point donné, on mène à une courbe algé- 
brique deux sécantes ayant des directions déterminées, le rapport 
des produits des distances du point donné aux points d'intersec- 
tion des sécantes avec la courbe est indépendant de la position 
du point donné. 
Soit, en effet, f(x>y) == o l'équation de la courbe. Soient a, 6 

les cosinus des angles que fait avec les 
axes une sécante menée par le point 
fixe P, (a? , y ) (fig. 97). On aura les 
distances r du point fixe aux points 

Fi s- 97 - d'intersection de la sécante avec la 

* 

courbe, en substituant dans l'équation de la courbe x -\-ark x, 
et y rj- br à y. Or on a 

f&o + or, I/o + br) = f(x„ y ) + r(af'x + bf'y Q ) 
+ +^<pî>,ô) = o. 

Le produit des diverses valeurs de v est 




n^ s r m 



o(a,b) ' 



Pour une autre sécante partant également du point P, et dont 
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les cosinus des angles avec les axes sont a', b\ on aura de 
même 

r? r? w -f- / fa» y<>) 

1 * -""■»(«•,*')• 

On en déduit 

m 

r t «i r TO _ cp(a',fr) 

^ *". ffa*)' 

expression indépendante des coordonnées du point fixe. 
Il est clair que dans l'application de ce théorème, il faudra 

tenir compte du signe des grandeurs v l9 » s et faire entrer 

d'ailleurs celles de ces longueurs qui sont imaginaires. 



Yhéorème II. 

180* — Si, par deux points fixes, on mène des sécantes 

dans une mime direction, le rapport des produits des segments 

interceptés entre les points fixes et la courbe est indépendant 
de la direction commune de ces sécantes. 

On trouve en effet, en opérant comme précédemment, 

f fa> VU 
rs\ r m _ <p(a,6) __ /fa, y ) 



r\r\ r" m f {*„]/.) /Vo^oV 



Tfa *) 



ce qui démontre le théorème. 



Théorème III. 



181. — On coupe une courbe algébrique par un polygone 

ABC Si, en parcourant ce polygone dans un sens, on 

fait Je produit des segments compris entre les sommets, succes- 
sifs et la courbe, puis si Von fait ce même produit en parcou- 
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ranl le polygone en sens contraire* les produits ainsi obtenus 

sont égaux. 

Appelons a i9 a % a m les divers 

points d'intersection du côté AB avec la 

courbe, fr t , 6, b m ceux du côté BC 

avec la courbe, etc. (fig. 98), le théo- 
Fig. 98. rème consiste dans l'égalité 

AûjAûj... A^xBijBô, ... Bb m x Ccfie t . . . Ce m . . . 
= Dc m . . . DCjDCj X C4 m . . . Cbfib t X Ba m . . . Ba s Ba. 

J'appelle P,, P a P H les premiers produits, c'est-à-dire les 

produits des segments comptés à partir des sommets A, B, G ... 
sur les côtés AB, BC, CD, ... du polygone; j'appelle ensuite 
Fj, P' s , P r n les seconds produits, c'est-à-dire les pro- 
duits des segments comptés à partir des sommets B, G, ... A 

sur les mêmes côtés du polygone AB, BC, CD Par un point 

0{%o9 y ) quelconque, je mène des sécantes parallèles aux côtés 

du polygone; soient p it p t p n les produits des segments 

comptés sur les sécantes menées par ce point. 

On a, d'après le théorème H, 



on en déduit 



h. 
p'„ 

F, 



h. 

P* 

h 
Pi 

Pi 
p* 



p p 



p/ p< 



P* 



»; 



n 



ce qui démontre le théorème. Il est connu sous le nom de théo- 
rème des transversales. 
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APPLICATIONS DU THÉORÈME DES TRANSVERSALES. 

182. — En appliquant ce théorème à une ligne droite cou- 
pée par un triangle, on obtient le théorème ordinaire des trans- 
versales. 

Toute transversale détermine sur les côtés d'un triangle ABC 

six segments tels que le produit de trois 
segments non consécutifs est égal au pro- 
duit des trois autres. 

1 A C 

„. • Soit DE la transversale ; on a immé- 

Fig. 99. 7 

diatement (fig. 99), 
AF.BD.CB = AB.BE.CD, 

ce qui démontre le théorème. 

Réciproquement, si trois points D, E, F situés sur les côtés 
d'un triangle déterminent six segments qui jouissent de cette 
propriété, ils sont en ligne droite, pourvu que les trois points, 
ou un seul d'entre eux, se trouvent sur les prolongements des 
côtés du triangle. 

Corollaire. — Trois droites OA, OB, OC menées d'un mime 
% point aux sommets Sun triangle ABC, déter- 
^ minent sur ses côtés six segments tels que le 
produit de trois segments non consécutifs est 
B> c égal au produit des trois autres changé de 

Fig. ioo. signe. 
On a en effet, en considérant le triangle ABA' et la transver- 
sale CC (fig. 100), 

AC'.BC.A'O = AO.BC'.A'C, 
et en considérant le triangle ACA' et la transversale BB\ 

AO.CB.'A'B = AB'.CB.A'O. 
En multipliant ces deux égalités membre à membre, et sup- 




182 uvajs in. — chak m. 

primant les facteurs communs, il vient : 

AC . BA'. CB' = — (AB' . BC . GA') , 

ce qui prouve la proposition. 

La réciproque est évidente : si trois droites issues des som- 
mets d'un triangle déterminent sur ses côtés six segments qui 
jouissent de cette propriété, elles se coupent en un même point, 
pourvu que les trois droites ou une seule d'entre ettes coupent 
tes côtés mêmes du triangle. 

183. — Le même théorème s'applique de la même façon à 
une conique coupée par un triangle, et on peut en déduire la 
réciproque. On a ainsi un moyen de reconnaître si six points 
donnés sont sur une conique. 

Il est facile au moyen de cette propriété de démontrer le théo- 
rème suivant : 
Dans tout triangle circonscrit à une conique, les droites qui 

| joignent les sommets aux 'points de con- 
tact se coupent* au même point. 

Soit en effet ABG un triangle circonscrit 
à une conique (fig. 101). Soient a, i, îles 
points de contact de ce triangle avec la 
conique. — On a : 

Aç 1 .Ba ï -C6 a = Afc'.Ga'.Bt'; 

d'où l'on tire ; 

Ac.Ba.C6 = ± Ab.Ca.Bc. 

En écartant le signe -f , qui indiquerait que les trois points 
a,b,c sont en ligne droite, il reste 

Ac.Ba.Qb s=s — Ai . Bc . Ca , 

ce qui montre que les trois droites partant des sommets du 
triangle et aboutissant aux points de contact se coupent au même 
point. 
186, — Comme dernière application, nous allons montrer 
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quelques propriétés des courbes du troisième degré résultant 
immédiatement de ce théorème. 

i° Les trois points d'inflexion d'une courbe du troisième degré 
sont en ligne droite. 
Soient a, 6, c trois points d'inflexion réels pris sur une courbe 

ia du troisième degré. Je mène les tangen- 
tes en ces points ; eHes forment le trian- 
gle ABC (fig. 102). 

En considérant le point d'inflexion 
comme la réunion de trois points où 
la tangente se confond avec la courbe, 
on a : 




Fig. «02. 



(Ac) 8 (Ba) 8 (C6) 8 = (— A6) 8 (Ca) 8 (— Bc) 8 = A* 3 Ca*Bc*; 



d'où ! 



Ai.B#,C6 = A6.Bc.Ca, 




ce qui montre que les trois points a,b,c sont en ligne droite. 

2 On coupe une courbe du troisième degré par une droite; 

aum points dtinsersection on mène des 

tangentes qui viennent rencontrer la 

courbe en trois points qui sont en ligne 

>;., droite. Soient a,b,c les points où la 

droite rencontre la courbe du troisième 

Hg. io3. degré; en menant par ces points des 

tangentes à la courbe, on forme le triangle ABC (fig. io3). Ces 

tangentes coupent la courbe en trois autres points a', b\ c', et 

on a : 

kc\kd. Ba*. Ba\ C6*.C6' = Ai* A4'. Ca'Ctf. Bc\ Pc'. 

Or, les trois points a, 6, c étant en ligne droite, on a : 

Ae*.B«».C4* = AÔ».Ca*.£**. 

Ac'.Ba\Ci'= Aft'.Bc'.Ca', 



Donc : 



égalité qui prouve que les trois points a\b',c' sont en ligne 
droite, 



» 'i. * 1 1 » 1 



CHAPITRE IV. 



Polaires dans les courbes aieebrlqu.es. 



CONJUGUÉS HARMONIQUES DE DIFFÉRENTS ORDRES. 



185. — Prenons sur une droite m points a t , a, . . . a mt Soit p un 

point fixe et r , , r f . . . r m ses dis- 



' J a « *• p ' a « tances aux m points (fig. io4). 
Fig - 104 On appelle conjugué harmonique 

du premier ordre du point p, le point p' dont la distance au 
point p satisfait à l'équation : 

S — 1 + 1+ +-L 

Les points conjugués harmoniques du second ordre sont les 
points p' déterminés par la relation : 



ou 



£* \r r t / \r *y 



Cette équation étant du second degré, il y a deux points con- 
jugués harmoniques du second ordre. 
On peut voir par là quelles sont les relations qui définissent 
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les conjugués harmoniques des divers ordres. . Les points con- 
jugués harmoniques du (m — 1 ) e ordre sont déterminés par l'équa- 
tion : 

Il y a m— 1 points de cet ordre. 

Enfin si l'on cherche les conjugué** du m e ordre, il est clair 
qu'ils seront donnés par l'équation : 

\r~ V \r~7J \r~ r~/ °' 

et l'on voit qu'il y aura m points conjugués de cet ordre, qui 
coïncideront avec les m points donnés a |f a,..- a*. 

186. — Il existe entre les points conjugués harmoniques une 
réciprocité remarquable : 

Si le point p' est conjugué harmonique du n* ordre du point p, 
par rapport aux points a s , a,... a», le point p est conjugué har- 
monique du point p', du m — n* ordre, par rapport aux mêmes 
points. 

Le point p' conjugué harmonique du premier ordre du point 
p est déterminé au moyen de l'équation : 



2(;-;r)= ' 



ou 

i\ — r 
r. 






Appelons r^, r',, . . . r' m les distances du point p' aux points a l% 
a,.. .,a w , nous aurons les relations suivantes 

r + r\=zr i9 r + ^ = r s , , r + v* m = r m . 



/ • 
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De sorte que l'équation précédente devient : 



Z7-4- = ° 



r 



ou : 



^r'.-^" ' 



en comptant la distance p'p = r ' à partir du point p', comme 
nous venons de faire pour les autres, ce qui revient à changer 
r en — r'. 

Cette dernière équation mise sous la forme 



2p-£-°> 



si Von multiplie tous les termes par 1$ prodpi 



devient 






elle exprime que le point p est conjugué harmonique du point p 
du m — i e ordre. 

En général un point p' conjugué harmonique du point p de 
Tordre n est défini par l'équation 

que Ton peut mettre sous la forme 



Eâ 



(? _ Fj V sJ'-V tfj 



= o. 
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Si l'on multiplie tous les termes par le produit 
comme précédemment, cette équation devient 

elle exprime que le point p est conjugué harmonique du point p' 
de Tordre m — n. 
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187. — Supposons que par un point fixe p on mène une 
sécante quelconque à une courbe de degré m, il est évident que 
le lieu du point p' conjugué de premier ordre du point p sur 
chaque sécante est une ligne du premier degré, ou une ligne 
droite ; que le lieu des deux points p 1 conjugués du second ordre 
du point p sur chaque sécante est une courbe du second 
degré; et qu'enfin le lieu des points conjugués de l'ordre m — 1 
est une courbe du degré m— i, La courbe proposée admet 
ainsi m — 1 polaires successives dont nous chercherons les 
équations. 

Soit 

f(v> Vi z ) = 

l'équation de la courbe en coordonnées homogènes. Menons 
par le point p, (# , y , s ) une sécante, et posons 

x = # + ar, 
V = Vo + ftfj 

2 = *o« 
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L'équation de la courbe devient en coordonnées polaires 

f(x + ar, y -j- br, z ) = o. 
En divisant par r", les deux membres de cette équation, on a 

Si Ton appelle r t , r f ... r m les distances du point p aux m 
points d'intersection de la sécante et de la courbe l'équation de 
la courbe se mettra sous la forme 

~~ \r rj \r rj \r rj = 

La polaire du degré m — i que l'on appelle aussi première 
polaire a pour équation 

c'est-à-dire 

D A R = o. 

De même la polaire du degré m — 2 ou la seconde polaire a 
pour équation 

2d \ï~7j \r~ 7j \r~r~J~° $ 

ou plus simplement 

D«R=:o. 



En général, la n e polaire a pour équation 



D n K = o. 
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Cherchons maintenant les équations de ces courbes en coordon- 
nées rectilignes. Si Ton pose 



X 




X 

r 
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+ «> 
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y 


— 
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y* 
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on a identiquement 

D,R = * a D,,R + y D,,R + z D„R, 

r 

et en général 

D?R = (xj) xr + y D f , + s D,,)»R. 

r 

Multiplions tous les termes par r"; l'équation de la n* po- 
laire devient 

(0 (* D* + y<p y + *<A)Vfo y> *) = °- 

188. — Nous avons remarqué que, si le point p' est conju- 
gué du point p de Tordre m — n, réciproquement le point p est 
conjugué du point p' de Tordre n. L'équation précédente est la 
relation qui existe entre les coordonnées # M , y , z du point p et 
les coordonnées a?, y, z du point p' ; si Ton regarde ces der- 
nières coordonnées comme constantes et les premières comme 
variables, on peut dire que l'équation (1) est le lieu du point 
p conjugué du point fixe p' de Tordre n. 

Permutons maintenant les lettres x et #, y et y, z Q et z, nous 
voyons que l'équation 

( 2 ) (*d. + yiV + ÂJVfo* y , * ) = o 



»0 



représente la polaire du degré n d'un point fixe ayant pour 
coordonnées ar , y , s . 



190 LIVRE IIL — CHAP. IV. 

Ainsi la polaire du degré n d'un point fixe est représentée par 
Tune ou l'autre des deux équations 

(* D. + 1/o^v + * D.)*-Vfo y ', z) = o, 

dans lesquelles # , y , s désignent les coordonnées du point 
fixe et x, y, z les coordonnées variables d'un point quelconque 
Su lieu. 

Cette dernière forme d'équation est en général plus commode 
que la première. Par exemple, la droite polaire a pour équation 

(*D« # + y\)y 9 + zV s )f(x , y 0J z ) = o, 

et la conique polaire 

[xD x +yD v + zD t )*f{x„ y , z ) = o. 



PRINCIPALES PROPRIÉTÉS DES POLAIRES. 



189. — On peut énoncer la réciprocité des points p et p' 
en disant que le lieu du point p' dont la polaire du degré n 
passe par le point fixe p est la polaire du degré m — n de ce 
point p. Par exemple le lieu du point p' dont la droite polaire 
passe par le point fixe p est la polaire du degré m — 1 ou la 
première polaire du point jp. 

Il en résulte qu'une droite donnée admet (m — i) s pôles; car 
si l'on prend deux points sur cette droite, les pôles de la droite 
seront les points d'intersection des premières polaires de ces 
deux points; ces premières polaires étant du degré m — i, le 
nombre des points d'intersection est (m — i)*. 

On peut remarquer encore que les premières polaires de tous 
les points d'une droite passent par (ni — i) 2 points fixes, qui 
sont les pôles de la droite. 
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Considérons l'une des tangentes menées du point p à la courbe 
proposée sur cette droite, deux points d'intersection se con- 
fondent, et le polynôme R contient le facteur au carré ; 

par conséqent, lé polynôme D t R admet le même facteur au pre- 

r 

mier degré. On en conclut que les points de contact des tangentes 
menées du point p à {a courbe proposée appartiennent à la pre- 
mière polaire de ce point 

190. — Lorsque la courbe proposée â un point double a, 
sur la sécante pa deux points d'intersection se Confondent; 
donc les points doubles de la courbe proposée appartiennent à la 
première polaire d'un point quelconque du plan. 

Transportons l'origine des coordonnées au point a et soient 
tt=io et (3 = ô , lès équations des deux tangentes à la courbe ; 
l'équation de la courbe sera de la forme 

fc^**" 2 4 WaS 1 "" 1 ^- + V m == o. 

La première polaire du point p, a pour équatton 

KP + M*" 1 + V" 8 + »«-! - °; 

la tangente en a à cette polaire est donnée par l'équation 

OU 

! = _?!. 

cette droite est conjuguée harmonique de la droite ap par rap- 
port aux deux tangentes en a à la courbe proposée. 

Les deux tangentes en a coïncident ; la polaire touche cette 
tangente double. 

191. — Lorsque la courbe proposée a un point multiple a 
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d'ordre n t sur la sécante pa coïncident n points d'intersection, et 
le polynôme R contient le facteur ( } ; donc un point mul- 
tiple (Tordre n est sur la première polaire un point multiple 
d'ordre n — i, sur la seconde polaire un point multiple d'ordre 
n — a, etc. 

Supposons maintenant que le pôle p soit situé sur la courbe. 
La polaire du n* degré est définie par l'équation 

2(K)(K) (HH 



OU 



2r n+1 r w+2 rjr — r^r — r^) (r — r n ) = o. 



Lorsque le point p, situé sur la courbe en est un point simple, 
sur chaque sécante un facteur r i est nul; tous les termes qui 
contiennent ce facteur s'évanouissent, les autres admettent le 
facteur r — r i ou r; la polaire passe donc par le point p. Si la 
sécante devient tangente à la courbe, un second facteur r, de- 
venant nul, l'équation précédente admet le facteur r au carré, 
et par conséquent la tangente à la courbe est aussi tangente à 
la polaire. Ainsi toutes les polaires d'un point situé sur la courbe 
passent par ce point et sont tangentes à la courbe en ce point. 

Lorsque le point p, situé sur la courbe en est un point multiple 
d'ordre k, sur chaque sécante k des facteurs r t , r 8 , .... r k sont 
nuls; si n est plus petit que k f l'équation de la polaire se réduit 
à une identité ; si n est égal ou supérieur à k, l'équation de la 
polaire contient le facteur r*, d'où l'on conclut que le point p est 
aussi sur chaque polaire un point multiple d'ordre k. Les tan- 
gentes à la courbe proposée au point multiple sont aussi tan- 
gentes à la polaire. Il est bon de remarquer que la polaire du 
degré k est un système de k droites; savoir, les tangentes à la 
courbe au point multiple. Par exemple, la polaire conique d'un 
point double se compose de deux droites, les deux tangentes à 
la courbe. 
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# 
REMARQUES SUR LA CLASSE D'UNE COURBE. 

i92. — On obtient les points de contact des tangentes me- 
nées du point p à une courbe du degré m en cherchant les points 
où la courbe est coupée par la première polaire du point p ; la 
classe est donc au plus m(m — i). Mais l'existence des points 
multiples abaisse la classe. Si la courbe a un point double, la 
première polaire passe en ce point qui comptera pour deux points 
d'intersection; ainsi chaque point double abaisse la classe de 
deux unités. 

Lorsque les deux tangentes au point double a coïncident, la po- 
laire touchant la tangente double, le point a comptera pour trois 
points d'intersection ; ainsi un point de rebroussement abaisse la 
classe de trois unités. 

Supposons que la courbe ait un point multiple a d'ordre ft; 
ce po ; nt est sur la polaire un point multiple d'ordre k — 1 ; 
chaque branche de la polaire détermine sur la courbe k points 
d'intersection qui se confondent en a ; ce point comptera donc 
pour k(k — 1) points d'intersection; ainsi un point multiple 
d'ordre k abaisse la classe de k(k — 1) unités. 



CONDITIONS POUR QU'UNE COURBE AIT UN POINT DOUBLE. 



193. — Soit f(x,y,z) = o l'équation de la courbe en coor- 
données homogènes. Il faut que les trois équations du degré 

m — i 

D,/-=o, V=o, D 5 f=o, 

soient compatibles. L'équation résultante à laquelle on par- 
viendra par l'élimination de #, y, z sera du degré 3 (m — î) 1 
par rapport aux coefficients ; car les équations précédentes étant 
du degré m — 1 , les coefficients de chacune d'elles entreront 
dans le résultat au degré (m — 1)% par conséquent le degré 

final de l'équation de condition sera 3 (m — i)*. 

13 
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Cherchons, par exemple, la condition pour qu'une conique 
As» +À" + AV -f iï\yz + sWzx -f <i\\"xy = o 

se décompose en deux droites, c'est-à-dire ait un point double. 
Il faudra éliminer x, y, z entre les trois équations 

hx + B"y + B'z = o, 
h'y + Bz -jl B"# = o, 
A"s -J- B'x-j- By = o; 

en égalant à zéro le déterminant, on obtient l'équation de con- 
dition 

ÀA'A" — AB» — À'B' 1 — À"B" f + aBB'B" = o , 

qui est effectivement du troisième degré. 

194. — Si une courbe donnée a un point d'inflexion! en pre- 
nant ce point pour pôle, toutes les polaires passent par ce point, 
La polaire conique qui a alors trois points communs ayec la tan- 
gente, se décompose nécessairement en deux droites, en sorte 
que la recherche des points d'inflexion de la courbe revient à 
celle des points pour lesquels la polaire conique se décompose 
en un système de deux droites. 

RECHERCHE DES POINTS D'INFLEXION. 

195. — Supposons que le pôle p coïncide avec un point d'in- 
flexion de la courbe proposée ; si la sécante menée par le point p 
devient tangente à la courbe, trois points d'intersection coïn- 
cident, trois facteurs r lf r s , r 8 sont nuls, et l'équation 

SWV+i • ••* rJr— r i)( r ~" >'•) ••— (f —> r.) sa o 

admet le facteur r\ Le point p est donc un point d'inflexion sur 
chacune des polaires. 
Si l'on considère en particulier la polaire conique, l'équation 



I 
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précédente se réduisant à une identité, la tangente fait partie 
du lieu qii se décompose ainsi en deux droites. La recherche des 
points d'inflexion se ramène donc à la recherche des points dont 
les polaires coniques se décomposent en deux droites. La polaire 
conique d'un point dont les coordonnées sont x > y , z a pour 
équation 

(x*W x + y'D* + z*b\ + 2yzh\ , + 2*rD\ . 

O *• 0* 00 

+ aaryD». y ) f{x , y , z ) = o ; 

• 

en appliquant la condition trouvée précédemment pour que cette 
conique se décompose en deux droites et effaçant l'indice zéro, 
on a F équation 

(2) D* X D\D S 4 - D^DV) 1 - D\(D« ..)• - D^D'J* 

+ *\)\P\ X D\ = o. 

Les points d'inflexion sont donnés par l'intersection de cette 
courbe du degré 3 (m — 2) et de la courbe proposée. Ainsi le 
nombre des points d'inflexion ne peut surpasser 3m (m — 2) . 

196. — L'existence des points multiples réduit le nombre des 
points d'inflexion. 

Nous avons vu que la polaire conique d'un point double, 
comme celle d'un point d'inflexion, est un système de deux 
droites ; les points doubles de la courbe proposée appartiennent 
donc à la courbe (2) ; mais en outre, chacun d'eux est sur cette 
courbe un point double, car si l'on prend pour origine le point 
double et pour axes de coordonnées les deux tangentes à la 
courbe en ce point, l'équation de la courbe peut s'écrire, en 
coordonnées homogènes 

xyz m ~* + u $ z m ^ -j- -1-^ = 0. 

Les deux derniers termes dans l'équation (2) donnent la 
partie la plus élevée par rapport à z, et cette équation se met 
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sous la forme 

(tw — i) {m — s)rys ,m " 8 -f- t; 3 2 8m ~ 9 -f- .... = v». 

Par conséquent l'origine est un point double de cette courbe, 
et les deux tangentes en ce point sont les mêmes que celles de 
la courbe proposée. Pour ces deux raisons, la courbe (a) a six 
points communs avec la courbe en ce point ; donc chaque point 
double réduit de six imités le nombre Mes points d'inflexion. 

Lorsque les deux tangentes au point double coïncident, ce 
point est sur la courbe (2) un point triple. En effet, dans ce cas, 
en prenant ce point pour origine, et pour axe des x la tangente 
en ce point, on peut mettre l'équation de la courbe sous la 
forme 

yV" 1 -f w 8 z w - 8 + . ... + V m =r o. 

11 est facile de voir que les deux termes 

Dy>y>\ - D^DV)* 

« 

fournissent la partie la plus élevée en % dans l'équation (2) qui 
devient 

On voit ainsi que l'origine est un point triple. 

Deux branches sont tangentes à la droite y = , la troisième 
à la droite D**w 8 = o ; la dernière coupe la courbe proposée en 
deux points qui coïncident avec le point double, chacune des au- 
tres en trois points, ce qui fait en tout huit points d'intersec- 
tion; le nombre des points d'inflexion est donc réduit de huit 
unités. 



CHAPITRE V. 



Étude des courbes du troisième degré. 



197. — La meilleure classification des courbes du troisième 
degré repose certainement sur la considération de la classe de 
ces courbes. Nous avons vu dans la théorie des pôles et des 
polaires, quelle est l'influence des points multiples sur la classe 
d'une courbe; l'étude que nous en avons faite nous permettra 
de diviser nettement les courbes du troisième degré. 

On peut partager les courbes du troisième degré en trois caté- 
gories. i° Les courbes qui sont de la sixième classe, c'est-à-dire 
celles qui n'ont aucun point double. 2 Les courbes de la qua- 
trième classe, que nous di / iserons en deux groupes, le premier 
contenant les courbes qui ont un point double ordinaire ou nœud, 
le second contenant celles qui ont un point conjugué ou isolé. 
3° Les courbes de la troisième classe, c'est-à-dire celles qui sont 
caractérisées par un point de rebroussement. 

Cette classification repose sur des propriétés fondamentales de 
la courbe. Une autre classification qui serait fondée comme celle 
des coniques, sur le nombre des branches infinies de la courbe, 
aurait le désavantage de ne pas établir de différences caracté- 
ristiques, car la perspective les fait disparaître. 

DES FORMES DE L'ÉQUATION DU TROISIÈME DEGRÉ. 

198. — Une courbe du troisième degré peut être représentée 
par l'équation : * 
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En effet, cette équation contient treize constantes, et comme 
neuf suffisent, on voit qu'une équation quelconque du troisième 
degré peut être ramenée à cette forme d'une infinité de manières. 

Cette équation est susceptible d'une interprétation géomé- 
trique; elle signifie que le produit des distances d' un point quel- 
conque S une courbe du troisième degré à trois droites fixes est au 
produit des distances de ce même point à trois autres droites fixes 
dans un rapport constant. De ces six droites, deux sont arbi- 
traires. 

Théorème. 

199. — Si une conique passe par quatre points fixes sur une 
courbe du troisième degré, la droite qui joint les deux autres points 
et intersection passe par un point fixe situé sur la courbe* 
Soient a, 6, c, d quatre points pris à volonté sur la courbe du 

troisième degré (fig. io5). Je mène par ces 
quatre points une conique quelconque, qui 
coupera la courbe en deux autres points m, n. 
Si a = o, (3 = o, <x' = o, (3'=o désignent les 
équations des côtés ab 9 cd, bc % ad du qua- 
drilatère abcd, la conique est représentée 
Fig. 105. par l'équation 

«p — *«'p' = o. 

D'ailleurs l'équation de la courbe du troisième degré peut 
être mise sous la forme 

a p Y — k VpY = o ; 

car la courbe passe déjà par les quatre points a, &, c, d et les 
facteurs y, y', k contiennent cinq autres paramètres arbitraires. 
En cherchant les points d'intersection des deux courbes, on 
obtient l'équation : 
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L'équation 

k't — k'i = o 

est donc celle de la droite qui joint les deux points d'intersec- 
tion m et f». On voit que cette équation est satisfaite par : 

c'est-à-dire par les coordonnées d'un point fixe p situé sur la 
courbe. 

200. — Une courbe du troisième degré peut aussi être repré- 
sentée par F équation 

a?Y — Aa'Y c= o ; (a) 

que l'on obtient en supposant que deux droites <x'=o, P'=o de 
la forme précédente coïncident 

Cette équation contient onze constantes, de sorte qu'une équa- 
tion du troisième degré peut y être ramenée d'une infinité de 
manières* L'une des cinq droites est arbitraire. Les trois droites 
qui ont pour équations : 

a = o, P = 0, y = û 

sont tangentes à la courbe» et leurs points de contact sont sur 
la droite représentée par a' = o. 

De cette forme résulte immédiatement un théorème que nous 
avons démontré en traitant des transversales : Si aux points où 
une droite quelconque coupe une courbe du troisième degré, on 
mène des tangentes, les trois points où ces tangentes coupent la 
courbe sont en ligne droite. 

Réciproquement, ri de trois points en ligne droite pris sur une 
courbe du troisième degré, on mène des tangentes à cette courbe, 
les points de contact de ces tangentes avec la courbe sont trois à 
trois en ligne droite. 
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Théorème de Maelaurln. 



201. — Si d'un point kpris sur une courbe du troisième degré, 
on mène des tangentes à cette courbe, par Us quatre points de con- 
tact a 1? a,, a,, a 4 passent trois couples de droites dont les centres 
c l9 c t ,c 8 sont situés sur la courbe, et les tangentes en ces trois 
points passent par le point C où la tangente en À rencontre la 
courbe. 
Ce théorème est une conséquence du précédent. Supposons que 

des trois points en ligne droite, deux 
coïncident en À (fig. 106); menons les 
tangentes Aa, , ka t , Aa„ Aa 4 à la courbe; 
menons de même les tangentes Gc i9 Ce,, 
Cc 8 à la courbe, il est clair que la droite 
c x a A qui joint les points de contact des 
deux tangentes ka t , Cc t passe par un au- 
tre point a t , qui est le point de contact 
d'une tangente menée de A à la courbe. Il en est de même des 
droites c t a k , c 2 a t , c t a t , ce qui démontre le théorème. 




Fig. !06. 



Théorème, 



202. — Si A t , A t , A 8 , A 4 et B t , B f , B 8 , B 4 sont deux faisceaux 
de tangentes ayant leurs sommets A et B en deux points de la 
courbe, les droites qui joignent les points de contact des tangentes 
du premier faisceau aux points de contact des tangentes du se- 
cond se coupent deux à deux sur la courbe. Les tangentes aux 
points ainsi obtenus passent par un point fixe C, situé à Tinter- 
section de la droite AB avec la courbe. 

Ce théorème n'est qu'une extension du théorème précédent. 
La démonstration est fondée sur le même principe. En effet, 
nous savons que les points de contact des tangentes menées des 
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points A, B, G, sont trois à trois en ligne droite; cela suffit pour 
rendre la proposition évidente. 

203, — La droite qui joint les points de contact des droites A, 
et B, passe par le point de contact de la droite G,, une des tan- 
gentes menées du point G à la courbe; supposons maintenant 
que les droites de chaque faisceau soient désignées de façon que 
la ligne joignant les points de contact des droites A, et B t passe 
aussi par le même point de contact, alors l'équation de la courbe 
sera de la forme 

<xPy — 8 ? s = o , 

8=0 représentant la corde des contacts D, e=o, la droite AB. 
Mais on peut encore l'écrire, d'après ce qui précède 

a 'P' Y _ g'« e _ o , 

8' = o représentant la nouvelle corde des contacts. 
On doit donc avoir identiquement 

Or le second membre se décompose en trois facteurs li- 
néaires, donc on doit retrouver ces facteurs dans le premier 
membre. 

La conique représentée par l'équation 

ap — a'p'=o, 

est circonscrite au quadrilatère formé par les droites A, , A f , B â , B f , 
et comme elle doit se réduire à un système de deux droites, 
l'une de ces droites est représentée par e=o; l'autre qui joint 
les intersections des droites A t , B 2 et A $ , B t , sera représentée 
par Tune des équations 

8-f$' = o, 
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Enfin la droite G t sera représentée aussi par Tune des équations 

Ô =0, 

5 -f 8' = o. 

On voit ainsi que le point de contact de C t est le sommet 
d'un faiscead harmonique formé des cordes de contact D et D', 
de la tangente C 4 menée du point C à la courbe, et de la droite 
qui joint les intersections des tangentes À t , B, et À 8 , B t . Ces 
deux dernières droites sont les bissectrices des angles des cordes 
de contact. — Dans le cas du théorème de Maclaurin, où les 
points A et B coïncident, on a au point de contact de C t un 
faisceau harmonique formé des droites D, D\ C t et de la droite 
menée du point À au point de contact de cette dernière, 

204. — Pour terminer ce qui est relatif à la forme 

% 

afr — A«'Y~o, 

nous ferons remarquer que si Ton éloigne la droite des contacts 
à l'infini, les droites dont les équations sont a =o, fi = 0,7=0 
deviennent les asymptotes à la courbe, et l'équation devient 

«Pï — * Y = ; 

ce qui donne un théorème qu'on peut énoncer ainsi : 

Les trois points où les asymptote* d'une courbe du troisième 
degré coupent la courbe sont en ligne droite, et le rapport du 
produit des distances d'un point quelconque de la courbe aux 
asymptotes, à la distance de ce même point à cette droite est 
constant* 

205. — Une courbe du troisième degré peut encore être re- 
présentée par T équation 

<*Py — AS 8 = o , (3) 

qui renferme neuf paramètres arbitraires. Les trois droites dont 
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les équations sont a =2=0, p=o, y=°> 8ont les tangentes aux 
points d'inflexion de la courbe situés sur la droite 8 = 0. On en 
conclut qu'une courbe du troisième degré a au mtfns trois 
points d'inflexion ; l'un au n?oins est réel, car, si deux sont ima- 
ginaires conjugués, le troisième est réel. 

Mais cette forme est encore l'expression du théorème suivant : 
Le cube de la distance <fun point de la courbe à la droite qui 
passe par trois points S inflexion est dans un rapport con- 
stant avec le produit des distances aux tangentes aux trois 
points d'inflexion. 

206. — Voici encore une autre forme, qui a aussi rapport 
aux points d'inflexion 

aa » 4- op + ct 8 — d*fa = o. (4) 

Cette équation renferme neLf constantes, dont trois servent de 
coefficients, on peut introduire deux de ces coefficients dans les 
polynômes linéaires a, (3, y» et mettre l'équation sous la forme 

a « + pi -j- y 8 — 3tfapY = o. 

Chacune des droites a= o, (3=o, y=o, passe par trois points 
d'inflexion. En effet, si Ton représente par une des racines 
imaginaires de l'équation 8 8 = 1, l'équation peut être mise sous 
la forme 

(d* + p + y) (d* + ep + 6*y) {du -f Ô'p + 8y) = (rf 8 — 1 )<x 8 , 

et l'on reconnaît que la droite a=o passe par trois points d'in- 
flexion réels ou imaginaires. Il en est de même des deux autres 
droites fl=oçt y=o. 

207. — Si dansja forme (3}, on suppose que la droite 5==o 
passe par le point de rencontre des deux droites <x=o, £ = o, 
on obtient une équation de la forme 

«p Y -*(a + Xp)» = o. (5) 
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qui ne renferme plus que huit constantes. Le point d'intersec- 
tion de ces deux droites est un point double, et ces droites sont 
les tangentes à la courbe en ce point. De plus la droite représen- 
tée par 

a -{- M* = O. 

passe par un point d'inflexion, et la droite y = o est la tangente 
en ce point. Ainsi dans ce cas, la droite des contacts passe par 
un point double et par un point d'inflexion. Cette forme con- 
vient aux courbes de la quatrième classe. 

208. — Si dans la formule (5) on suppose que deux facteurs 
linéaires a,(î coïncident, on obtient l'équation 

a* T — /;o* = o, (6) 

où il n'y a plus que sept constantes. Cette forme convient aux 
courbes du troisième degré qui ont un point de rebroussement. 
La droite a = o est la tangente double ; quant au point de re- 
broussement, il se trouve sur cette droite et sur la droite des 
contacts 8 = o. Il y a en outre un point d'inflexion situé sur 
cette droite; l'équation y = o représente la tangente à la courbe 
en ce point. Cette forme convient aux courbes de la troisième 
classe. 

209. — L'équation générale des courbes du troisième degré 
qui passent par sept points donnés est 

S -{- S' + A-'S" = o. 

Dans cette équation, S, S', S" sont les premiers membres des 
équations des trois courbes particulières du troisième degré pas- 
sant par les sept points donnés. 

L'équation ne renfermant que deux constantes, on pourra, en 
donnant les coordonnées de deux points par où passe encore la 
courbe, déterminer k et k' au moyen de deux équations du pre- 
mier degré. — La courbe sera alors parfaitement déterminée. 
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Parmi les courbes particulières passant par les sept points don- 
nés, on prendra les plus simples, par exemple la conique pas- 
sant par cinq des points donnés et la droite passant par les 
deux autres. 

POLAIRE HARMONIQUE D'UN POINT D'INFLEXION. 

210. — On a vu que la polaire conique d'un point d'inflexion 
d'une courbe algébrique se décompose en deux droites dont l'une 
est la tangente au point d'inflexion. Ce résultat appliqué au troi- 
sième degré fournit un théorème analogue au théorème fonda- 
mental des polaires dans les coniques. 

Considérons un point p situé sur la courbe ; la polaire conique 
de ce point est le lieu des points pour lesquels on a la relation 



2(;-;r)(;-i) = °> 



ou 



(Hj)G^)+H)HWw.)(KH 

r |t r s , r, désignant les longueurs des rayons interceptées entre 
le pôle et la courbe. Cette relation peut encore s'écrire 



1 i l r * 

_j 1_ " zss O 



1 11 11 1 
r r 8 r r % r r, 

ou 



rr >- + JZ*- + JlL- = 0t 



r * "" r r t — r r i — r 



En supprimant le facteur commun r, et faisant r 8 =o il vient 



r, — r . r. — r 



+ -! = o; 

d*où 



r i r 2 



r r, r t ' 
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C'est la relation qui définit le point conjugué harmonique p' 
du point p par rapport aux deux autres points d'intersection de 
la sécante et de la courbe. On en conclut que le lieu du point 
conjugué harmonique d'un point p f situé sur la courbe est la po- 
laire conique de ce point. 

211. — Si le point p est un point d'inflexion, la polaire co- 
nique se réduisant à deux droites dont Tune est la tangente à 
la courbe, le lieu est la seconde droite. Ainsi, le lieu du point 
conjugué harmonique d'un point d'inflexion est une ligne droite. 
Cette droite s'appelle la polaire harmonique du point d'in- 
flexion. 

La polaire conique d'un point p, par rapport à une courbe du 
troisième degré, a pour équation 

(*<A.+ y<p y + zA)fi x > y> z ) = ° 

ou 

M* + Po ^ + ïoDy) A«5 M) = o. 

Si l'or met l'équation de la courbe sous la forme (n° 2o5) 
l'équation de la polaire conique devient 

a oPï + PoY* + Yo«? — 3*^ = o. 

Lorsque le pôle coïncide avec un point d'inflexion (a =o, 8 =o) , 
cette équation se réduit à 

«(PoY + YoP) = o ; 

elle représente deux droites, Tune est la tangente a = o au point 
d'inflexion, l'autre 

PoY + YoP = « 

la polaire harmonique de ce point. On voit que la polaire har- 
monique d'un point d'inflexion n'est autre chose que la polaire 
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harmonique de ce point par rapport au système des deux droites 
(î=o, y =o, tangentes aux deux autres points d'inflexion situés 
sur la droite 8 = 0. 

212. — La considération de la polaire harmonique dans les 
courbes du troisième degré donne lieu à des théorèmes analogues 
à ceux que nous avons vus pour les coniques. 

Ainsi i° les droites qui joignent les extrémités de deux rayons 
menés par le pôle se coupent sur la polaire. 

2 Les tangentes menées aux extrémités Sun rayon passant 
par le pôle se coupent sur la polaire. 

On sait que d'un point donné on peut en général mener six 
tangentes à une courbe du troisième degré. Les points de con- 
tact de ces tangentes sont situés sur la polaire conique du point 
donné. 

Si le point donné est d'inflexion, on n'en peut plus mener que 
trois ; alors les points de contact sont sur une ligne droite qui 
est la polaire harmonique. 

Donc la polaire harmonique passe par les points de contact des 
trois tangentes menées du point d'inflexion. Si la courbe a un 
point double, on sait que la polaire conique passe par ce point 
Par conséquent, ce point se trouve aussi sur la polaire harmo- 
nique. 

Théorème. 

21S. — Si Von joint le point d'inflexionip aux trois points a,b,c 
où une droite coupe la courbe, les trois autres points a', b\ c' 

d'intersection sont en ligne droite. 

En effet, les droites ab et a'b' se coupent 
sur la polaire harmonique P (fig. 107). Il 
en est de même des droites oc, a'c'; donc 
les trois points a', 6', c' sont en ligne 
droite. 

Fig. io7. Corollaire. — i a Si par le point d'îti* 

flexion p on mène une droite oaa' et les tangentes aux points où 
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cette droite coupe la courbe, ces tangentes rencontrent la courbe 
en des points c, c' qui sont en ligne droite avec le point d'in- 
flexion. 

Il suffit de supposer que deux points a et & coïncident dans le 
théorème précédent. 

2° Les trois points d'inflexion rèeh d'une courbe du troisième 
degré sont en ligne droite* 

En supposant que les trois points a, 6, c coïncident, on voit en 
effet que les trois points a\ b\ c' coïncident aussi sur la droite pa. 

On voit en outre que les tangentes à deux quelconques des 
points d'inflexion se coupent sur la polaire harmonique du 
troisième. 

Théorème. 

214, — Si par un point d'inflexion p on mène trois rayons 
qui rencontrent la courbe aux points a t ,a,, b t , b f , c,,c f , toute 
courbe du troisième degré passant par les sept points p, a lf a a , b,, 
b t , c lf c, admet le point p pour point d'inflexion. 

En effet, les trois rayons qui partent du point p rencontrent 
la polaire harmonique en trois points a, b, c; ces trois points 
appartiennent à la polaire conique du point p relativement à 
chaque courbe passant par les sept points. Cette conique se dé- 
compose donc en deux droites et le point p est un point d'in- 
flexion. 

215. — Nous avons vu que le nombre des points d'inflexion 
d'une courbe de degré m est au plus 3m (m — 2) ; par conséquent 
une courbe du troisième degré a en général neuf points d'in- 
flexion, dont trois réels au plus. Si on joint l'un d'eux à quatre 
autres, on a quatre droites sur lesquelles se trouvent les quatre 
derniers. Si une courbe du troisième d$gré est décrite par ces 
neuf points, elle admet ces neuf points pour points d'inflexion. 

Le nombre total des droites qui joignent les points d'inflexion 
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est facile à obtenir; car, des droites qui passent par trois points 
d'inflexion, quatre passent par chaque point; donc leur nombre 



est ^ ^ = 12» 



RÉDUCTION DE L'ÉQUATION GÉNÉRALE DU TROISIÈME DEGRÉ 

A UNE FORME SIMPLE. 

216. Nous avons vu que toute courbe du troisième degré 
a au moins un point d'inflexion réel ; soit p ce point et P 
sa polaire harmonique. Si on rejette à l'infini le point p et la 
tangente I en ce point, on aura un système de cordes parallèles 
divisées en deux parties égales par la polaire harmonique. On 
pourra effectuer cette transformation au moyen des diverses 

méthodes que nous avons exposées. Si 
on se sert de l'homologie, il faudra pren- 
dre un axe d'homologie parallèle à la 
tangente au point d'inflexion. Cela re- 
vient, comme nous avons vu, à faire une 
perspective de la figure, sur un plan pa- 
Fig. 108. rallèle au plan mené par le point de vue 

et la tangente I au planp (fig. 108). 

Prenons dans le plan du tableau deux axes de coordonnées, 
la polaire harmonique pour axe des x et une parallèle aux 
cordes pour axe des y. L'équation ne devant contenir que la 
seconde puissance de y, sera de la forme 

(kx + B)y f + Cx* + Dx* + Ex + F = o. 

D'ailleurs il ne peut y avoir d'asymptotes situées à une 
distance finie, car la droite I ne rencontrant la première courbe 
qu'au point p, les tangentes aux points à l'infini sont rejetées à 
l'infini. 

On a donc A = o, et l'équation de la courbe devient 

y i —Ax z +Bx t + Cx+ï>. 

U 
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Cette forme représente des courbes dites parabolique* qui fie 
composent de branches infinies sans asymptotes. Toutes les 
courbes du troisième degré peuvent être regardées comme les 
perspectives de ces courbes. 

Étudions maintenant la forme de ces courbes. 

217. — On peut supposer le coefficient À positif, sans quoi 
on changerait le sens de Taxe des x. La discussion de la courbe 
donne trois dispositions particulières qui peuvent rentrer dans 
la division générale des courbes du troisième degré, que nous 
avons indiquée au commencement du chapitre* 

i° Courbes de la sixième classe. — On peut les diviser en deux 
espèces, suivant que le polynôme du troisième degré en x a 
toutes ses racines réelles et inégales, ou une réelle seulement. 

Soient a, fl, c, les racines de ce polynôme égal à zéro, on peut 

écrire : 

y*= k(x — a)[x — b)[x — c). 

Supposons ces racines réelles, et soit a < b < c. On obtient une 
première espèce de courbe {fig. 1 09) qui se compose d'une boucle 

ou ovale, et de deux branches infinies; 

on voit, en effet, que l'ordonnée est ima- 

e f ginaire quand x varie de — 00 à a, réelle 

* quand x varie de a à 6, imaginaire quand 

x varie de b à c, et réelle quand x varie 
Fig. 101 ' de c à + 00 . D'un point extérieur, on 
peut mener six tangentes, dont deux à l'ovale.— Cette première 
espèce possède trois points d'inflexion réels dont un est à l'infini. 
On obtient la seconde espèce en supposant deux racines 6 et c 

imaginaires. Dans ce cas, l' ordonnée est imagi- 
naire quand x varie de 00 à a, et réelle quand x 
varie de a à l'infini. La boucle disparaît (fig. 110), 
et il ne reste que deux branches infinies symé- 
triques de côté et d'autre de l'axe des x. — Il 
Fig. *«o. y a également trois points d'inflexion réels 
comme précédemment. 
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Fig. iii. 



2 # Courbes de la quatrième classe. — On obtient cette variété 

de courbes en supposant que le polynôme du 
troisième degré a deux de ses racines égales. 
Elle se divise encore en deux espèces suivant 
que cette égalité a lieu entre les deux plus pe- 
tites ou les deux plus grandes. Si a = 6, on 
obtient un point isolé et deux branches infi- 
nies. 11 y a trois points d'inflexion réels (fig. 1 1 1). 
Si 6=<\ la boucle se joint au reste de la courbe (fig. 112); 

on a ainsi un point double et deux branches 
infinies. Cette espèce n'a qu'un point d'in- 
flexion : il est à l'infini. 

3° Courbes de la troisième classe. — Si 
enfin les trois racines sont égales, la 
courbe présente un point de rebrousse- 
ment et affecte la forme indiquée dans 
la figure 1 1 3 ; comme précédemment il 
n'y a qu'un point d'inflexion qui est 
à l'infini. 

Fig. 113. 




Fig. 112. 




GÉOMÉTRIE DANS L'ESPACE. 



LIVRE IV. 



SURFACES DU SECOND DEOBE. 



CHAPITRE I. 



Pôles et plans polaires. 



RAPPORT ANHARMONIQUE. 

218. — L'extension des théorèmes qui ont été donnés en géo- 
métrie plane pour le rapport anharmonique des faisceaux de 
droites, au rapport anharmonique des faisceaux de plans se fait 
sans difficulté. Ainsi : 

Le rapport anharmonique des quatre points déterminés sur une 
droite quelconque par un faisceau de quatre plans passant par 
une même droite est constant 

Considérons, en effet, deux sécantes, et par chacune d'elles 
faisons passer un plan ; ces plans couperont chacun le faisceau 
de plans suivant un faisceau de droites dont le rapport anhar- 
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monique est égal à celui de la sécante par laquelle passe le plan. 
Mais les deux faisceaux de droites ainsi déterminés ont une 
sécante commune, qui est la droite d'intersection de leurs plans ; 
leur rapport anharmonique est donc le même, et, par suite aussi, 
le rapport anharmonique des quatre points situés sur l'une des 
sécantes est égal au rapport anharmonique des quatre points 
situés sur l'autre. 

Ce rapport anharmonique constant des quatre points déter- 
minés sur une sécante quelconque par un faisceau de quatre 
plans, est dit le rapport anharmonique du faisceau. 

Lorque le rapport anharmonique d'un faisceau de quatre plans 
est égal à — 1 , les plans sont dits former un faisceau harmo- 
nique. 

219. — Systèmes homographiques. — Involution. — Deux fais- 
ceaux, dans lesquels les plans se correspondent d'une manière 
déterminée, sont dits homographiques, lorsque le rapport anhar- 
monique de quatre plans quelconques du premier faisceau est 
égal au rapport anharmonique des quatre plans correspondants 
du second. 

Si deux faisceaux homographiques ont le même axe, c'est-à- 
dire passent par la même droite et que deux plans a et a' soient 
conjugués réciproques , c'est-à-dire tels que a considéré comme 
appartenant au premier faisceau ait pour correspondant a! dans 
le second, et que ci considéré comme appartenant au premier 
faisceau ait pour correspondant a dans le second, tous les plans 
seront conjugués deux à deux et ce système sera dit en invo- 
lution. 

Cela résulte immédiatement de ce que le système des deux 
faisceaux est coupé par une droite en un système de points en 
involution. 

Dans un faisceau en involution, il y a deux plans doubles cor- 
respondants aux deux points double* du système de pointe en 
involution sur la sécante. 
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Deux plans conjugués forment avec les deux {dans doubles un 
faisceau harmonique. 

Il n'y a plus rien de correspondant, dans les faisceaux en invo- 
lution, au centre cTinvolution dans les systèmes de points en 
involution sur une droite. 

PÔLE ET PLAN POLAIRE, 

220. — Equation du plan tangent à une surface. — Nous 
savons que le plan tangent en un point x, y, % d'une surface 
quelconque 

a pour équation 

(X - x)f' m + (Y- y)f' y + (Z - z) f. = o. 

L'équation de la surface peut s'écrire 






si t est égal à 1 , ou encore si l'on multiplie par f, m étant le 
degré de l'équation 

f(x, y, z> t) = o. 

Mais alors f est une fonction homogène du degré m par rap- 
port aux lettres x, y, s, t; on a donc identiquement, d'après le 
théorème des fonctions homogènes, 



» 
et comme le point x, y , s est un point de la surface, on a 

Si l'on substitue dan» l'équation du plan tangent, en rempla- 
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çant t par T pour symétrie d'écriture, T étant du reste égal à 1 
comme t, cette équation devient 

Xr.+ Y/\+ZA + Tf«=o. 

221. — Forme particulière de V équation du plan tangent pour 
les surfaces du second degré. — Si f (#,y,z,t) est une fonction 
homogène du second degré, f x , f yi f M , f % seront des fonctions 
homogènes du premier degré en a?, y, s, f, et comme f KZ -=f^ 
si Ton forme un tableau des coefficients des dérivées f 9i f y , 
f M i ft ordonnées par rapport aux lettres x, y> z> f, ce tableau 
sera symétrique par rapport à la diagonale. 





X 


y 


2 


t 


r. 


a 


P 


T 


8 


r, 


p 


P' 


i 


8' 

■ 


r. 


T 


y 


t" 


S" 


A 


S 


8' 


8" 


V 



De cette symétrie résulte l'identité # 

car dans les deux membres le coefficient de afz est y 

(Il est évident que la démonstration de cette identité s'applique 
à une fonction homogène du second degré à un nombre quel- 
conque de variables). 

Il résulte de cette identité que l'équation du plan tangent à 
une surface du second degré, en un point x\ yf 9 z', peut se 
mettre sous la forme 
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222. — Plan de contact relatif à un point — Par un point 
extérieur à une surface, on peut mener une infinité de plans 
tangents à cette surface ; l'enveloppe de ces plans est un cône 
circonscrit à la surface. Si #,y,z est un point de contact de ce 
cône, le plan tangent à la surface doit passer par le point con- 
sidéré x',y',z!; on a donc les équations 

A*» y> «>') = <>• 

pour déterminer la courbe de contact. 

Il résulte de là, que pour une surface du second degré, la 
courbe de contact relative à un point est dans un plan dont l'é- 
quation s'obtient en écrivant l'équation du plan tangent comme 
si ce point était sur la surface. 

223. — Classe d'une surface. — Par une droite on peut mener 
un nombre limité de plans tangents à une surface ; ce nombre 
définit ce qu'on appelle la classe de la surface. 

Il est facile de déterminer quelle est , en général , la classe 
d'une surface de degré m. Les plans tangents qu'on peut mener 
à cette surface par une droite donnée sont, en effet, les plans 
tangents menés par cette droite au cône ayant pour sommet un 
de ses points et circonscrit à la surface. Mais le cône circonscrit 
à une surface a pour directrice la courbe de contact relative à 
son sommet, courbe qui résulte de l'intersection de la surface 
proposée par la surface représentée par l'équation 

Cette équation est du degré m — 1 , la directrice du cône est 
donc en général du degré m(m — 1), et par suite il en est de 
même du cône. 

Or le nombre des plans tangents que l'on peut mener à un cône 
du degré m(m — 1) par une droite passant par son sommet est 
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égal au nombre de tangentes que Ton peut mener d'un point 
à une courbe plane du môme degré* Le nombre cherché, et 
par suite » la classe d' une surface de degré m est donc, en 
général, 

m(m — \)[m(m — i)~- i}* 

224. — On appelle plan polaire d'un point par rapport à une 
surface du second degré, le lieu de son conjugué harmonique, 
sur les sécantes menées de ce point, par rapport à leurs points 
d'intersection avec la surface. 

Inversement un point est le pôle de son plan polaire. 



Théorème I. 



ls plan polaire d'un point par rapport à une surface du second 
degré, est le plan de contact relatif à ce point. 

Gela résulte immédiatement de ce que, si par le point consi- 
déré on mène un plan quelconque, l'intersection du lieu cher-* 
ché par ce plan est la corde de contact relative au point par 
rapport à la section. 

On peut encore démontrer ce théorème par le calcul suivant, 
analogue à celui qui a été employé en géométrie plane : 

Soit f(x 9 y,z)=zo l'équation de la surface: XoMA te pûin 
considéré P. Par le point P on mène une sécante quelconque 
dont les équations sont 

x — x o _ y — y = * — *o _ r 
a p y 

La valeur commune r de ces trois rapports exprime comme 
on sait la distance d'un point quelconque x,y,z de la sécante 
au point # , y , *„, ou P. Si x 9 y, z désignent en particulier les 
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points de rencontre de la sécante avec la surface, on aura 

ou 

A*o>y > 'J+W. + P/V + ïf. )r + Ar»==o, 

o o o / 

À étant une fonction de a,p, y. Cette équation donne les distances 
r\ r" du point P aux points de rencontre de la sécante avec la 
surface* Mais si r désigne la distance du point P au point du 
lieu situé sur la sécante, on a 

et par suite, 



r /K>yo>*o) 

Comme le point du Heu est situé sur la sécante, on a a? =x — a? , 
pr=sy— y , yt^z — z > et par suite l'équation du lieu 
est 

Si Ton introduit dans la fonction f la lettre t f qui rend cette 
fonction homogène et que nous supposerons égale à 1 , on a , 
d'après le théorème des fonctions homogènes, 

*<A + »</', + *oA + hf't = *A*o> y > *o)« 

O • o a 

Si l'on substitue dans l'équation précédente, elle devient 

*r. + yf, + «A + tr, = o, (i) 

ce qui prouve que le lieu cherché, ou le plan polaire du point P, 
est bien le plan de contact relatif à ce point. 

225. — Le pôle d'un plan dont l'équation est 

Aff+By-|-C:z-fD = o 
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est le point a? ,yo,s dont le plan polaire a pour équation Téqua- 
tion précédente; mais, comme le plan polaire du point a?.,y ,z„ 
est représenté par l'équation (1), l'identification donne, pour 
déterminer x 09 y >Zoi les trois équations du premier degré 



A B C D ' 



Théorème D. 



226. — Le plan polaire d'un point par rapport à une surface 
à centre est parallèle au plan diamétral conjugué du diamètre 
qui passe par ce point, et ce diamètre est moyen proportionnel 
entre les distances du centre au pôle et à son point de rencontre 
avec le plan polaire. 

Ce théorème résulte immédiatement du théorème analogue en 
géométrie plane par des considérations identiques à celles qu'on 
a employées au commencement du n° 224. 

Il résulte de là que, dans le cône, un point a pour plan po- 
laire le plan diamétral conjugué du diamètre qui passe par ce 
point ; par suite, si un angle trièdre ayant pour sommet le somr- 
met d'un cône est réciproque, c'est-à-dire tel qu'un point d'une 
arête ait pour plan polaire la face opposée, les trois arêtes de ce 
trièdre formeront un système de diamètres conjugués du cône* 

Si l'on coupe un cône par un plan, les points déterminés par 
ce plan sur un angle trièdre réciproque par rapport au cône, 
seront les sommets d'un triangle réciproque par rapport à la 
section. 

Réciproquement, les trois droites qui joignent un point quel- 
conque aux sommets d'un triangle réciproque par rapport à une 
conique, forment un angle trièdre réciproque par rapport au cône 
ayant même sommet et ayant pour base laconique considérée. Par 
conséquent, ces trois droites forment un système de diamètres 
conjugués du cône. 



PÔLES ET PLANS POLAIRES. 221 

227. — Dans les surfaces dépourvues de centre, le plan po- 
laire d'un point est parallèle au plan tangent à la surface au 
point où elle est rencontrée par la parallèle à Taxe menée par 
le point considéré, et le point de contact est, sur cette droite, 
à égale distance du pôle et de son plan polaire. Gela résulte de 
ce que tout plan mené par la parallèle à Taxe qui passe par le 
pôle, coupe la surface suivant une parabole. 

228. — De la définition même du pôle et du plan polaire, il ré- 
sulte que le pôle d'un plan passant par un point est sur le plan 
polaire de ce point, et que, réciproquement, le plan polaire d'un 
point situé sur un plan passe par le pôle de ce plan. 

Théorème m. 

Si par un point p on mine une sécante quelconque, les plans 
tangents à la surface aux points où elle est rencontrée par la 
sécante, se coupent suivant une droite située dans le plan polaire 
du point p. 

Si, par la sécante, on fait passer un plan quelconque, son 
pôle sera, en effet, situé sur l'intersection des deux plans tan- 
gents, puisque c'est le sommet du cône circonscrit à la surface 
suivant là courbe d'intersection ; et, d'après ce qui précède, ce 
point est situé sur le plan polaire de p. 

Théorème IV. 

229. — Lorsqu'un plan tourne autour <£une droite A, son pôle 
décrit une droite B. 

Soient, en effet, p et g deux points de A ; leurs plans polaires 
P et Q se coupent suivant une certaine droite B ; un plan quel- 
conque passant par A contient les deux points p et q, son pôle 
est donc à la fois situé sur les plans P et Q, et par suite sur leur 
intersection B. 
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Réciproquement^ si un point décrié une droite B, son plan 
polaire passe par une droite fixe A. 

La droite B étant l'intersection des deux plans P et Q, le plan 
polaire d'un quelconque de ses points passe, en effet, par les 
pôles p et q de ces plans, et par suite par la ligne À qui les joint. 

Les deux lignes À et B, telles que les plans polaires des 
points de chacune d'elles passent par l'autre, sont dites con- 
juguées. Chacune d'elles est la corde de contact des plans tan- 
gents menés par l'autre à la surface, parce que ces plans sont les 
plans polaires de leurs points de contact, 

Théorème V. 

230. — Si A et Bsont deux droites conjuguées, chacune d'elles 
est dans le plan diamétral conjugué à la direction de T autre* 

La droite B est, en effet, située dans }e plan polaire du point 
situé à l'infini sur la droite A, et ce plan est le plan diamétral 
conjugué de la direction de cette droite. 

Théorème VI. 

231, —Si une transversale rencontre deux droites conjuguées A 
et B aux points a et b, les points m et m\ où elle perce la sur- 
face, sont conjugués harmoniques par rapport à a et b. 

•Ce théorème résulte de ce que le plan polaire du point a con- 
tient la droite B et, par suite, le point fc* 

Théorème VII. 

232. — Si deux plans PetQse coupent suivant une droite A, il 
y a deux points qui ont même plan polaire par rapport à la sur- 
face et par rapport au système des deux plans. Ces deux points 
sont situés sur là droite B conjuguée de A par rapport à la sur- 
face. 
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Si un point m a même plan polaire par rapport à !a surface 
et au système des deux plans, son plan polaire passera par la 
droite A* et par suite ce point sera situé sur la droite conjuguée 
de A par rapport à la surface. Pour qu'un point de cette droite B 
ait même plan polaire par rapport à la surface et au système 
des deux plans, il faut et il suffit qu'il ait même conjugué har- 
monique par rapport aux deux points d'intersection de B avec 
la surface et par rapport aux deux points d'intersection de la 
même droite avec les plans P et Q ; or il n'existe sur B que 
deux pareils points, qui sont les points doubles de l'involution 
ayant pour pointa conjugués les deux points d'intersection avec 
la surface, et aussi les deux points d'intersection avec Pet Q. 

Théorème Vffl. 

233. — Par l'intersection d'une surface du second degré 
et de deux plans, on peut faire passer deux cônes du second 
degré 9 

Si un cône passe par l'intersection de la surface et des deux 
plans, son sommet a même plan polaire par rapport à la surface 
et par rapport au système des deux plans ; car toutes les généra- 
trices du cône coupent la surface et le système des deux plans 
aux mêmes points, et, par suite, rencontrent les plans polaires 
du sommet, par rapport à la surface et par rapport au système 
de sdeux plans, aux mêmes points; d'où il résulte que ces plans 
se confondent. 

Si donc on peut faire passer des cônes par 1* intersection con- 
sidérée, ils auront pour sommets les deux points que nous 
avons déterminés dans le numéro précédent. Mais il est facile 
de voir que le cône qui a pour sommet l'un de ces points, et pour 
base l'intersection de la surface par l'un des plans, passe par 
l'intersection de la surface et de l'autre plan. En effet, le second 
point d'intersection d'une génératrice quelconque de ce cône 
avec la surface, et le point d'intersection de cette génératrice 
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avec le second plan, sont tous deux le conjugué harmonique du 
premier point d'intersection avec la surface, par rapport au 
sommet et au point d'intersection avec le plan polaire . de ce 
sommet. 



CORRÉLATION DES FIGURES DANS L'ESPACE. 

284. — Surfaces polaires réciproques. — Si Ton prend les 
plans polaires des différents points d'une surface, par rapport à 
une surface du second degré, ces plans envelopperont une sur- 
face qui est dite la surface polaire de la surface considérée. 

Une surface et la surface polaire correspondante sont réci- 
proques, c'est-à-dire que si A a pour surface polaire B f récipro- 
quement B a pour surface polaire A. Si nous prenons, en effet, 
trois points sur A, à ces trois points correspondent trois plans 
tangents à B, qui sont les plans polaires de ces trois points ; l'in- 
tersection de ces trois plans aura pour plan polaire le plan des 
trois points. Mais si ces trois points se rapprochent indéfini- 
ment, leur plan devient un plan tangent à A ; en même temps, 
les trois plans tangents à B se rapprochent aussi indéfiniment, 
et leur point d'intersection devient un point de B qui aura, par 
suite, pour plan polaire un plan tangent à A ; A est donc la sur- 
face polaire de B. 

235. — Lignes conjuguées. — Dans une courbe donnée A 
inscrivons une ligne polygonale, et prenons les droites conju- 
guées des différents côtés ; ces droites se couperont aussi deux 
à deux et formeront une seconde ligne polygonale, qui aura pour 
limite une courbe B, quand on augmentera indéfiniment le nombre 
des côtés. Les deux courbes A et B dont les tangentes sont con- 
juguées sont dites elles-mêmes des lignes conjuguées. 

Chaque point de la courbe A a pour plan polaire le plan oscu- 
lateur à la courbe B, ou le plan tangent à la surface dévelop- 
pable dont la courbe B est l'arête de rebroussement. 
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Considérons la ligne d'intersection A de deux surfaces ; chaque 
point commun aux deux surfaces a pour plan polaire un plan 
tangent commun aux deux surfaces polaires réciproques ; ces 
plans tangents communs enveloppent la surface développable 
dont l'arête de rebroussement est la courbe B conjuguée de A. 
Lorsque plusieurs surfaces passent par une même ligne A, leurs 
surfaces polaires sont inscrites dans une même surface dévelop- 
pable ayant pour arête de rebroussement la ligne conjuguée B. 

Supposons que la ligne A soit plane et située dans le plan P ; 
les droites conjuguées des tangentes à la courbe A passeront 
toutes par le pôle p du plan P et formeront autour de ce point 
une surface conique. Dans ce cas la ligne conjuguée B se réduit 
à un point p. 

Lorsque deux surfaces se coupent suivant une ligne plane A, 
les surfaces polaires sont inscrites dans une même surface 
conique. 

236. — Étant données deux surfaces polaires réciproques, la 
classe de Vune est égale au degré de Vautre. En effet, soit m le de- 
gré de la première surface ; une droite quelconque A la rencontre 
en m points ; à ces m points correspondent m plans passant par 
la droite conjuguée B et tangents à la seconde surface. Récipro- 
quement chaque plan passant par la droite B et tangent à la 
seconde surface correspond au point de la première surface situé 
sur la droite A. 

Une surface du second degré, étant de la seconde classe, 
admet pour surface polairç réciproque une surface du second 
degré. 

237. Propriétés corrélatives. — Lorsqu'une proposition sur 
des lignes et surfaces aura été démontrée, et qu'il n'entrera dans 
son énoncé que des relations de position, ou des rapports an- 
harmoniques, en prenant les figures polaires réciproques, on 
sera conduit à un nouveau théorème, qui sera dit le corrélatif 
du premier* 

45 



CHAPITRE II. 



238, — Transformations holographiques, — Le mode de 
transformation des figures, que nous avons étudié dans la pre- 
mière partie sous le nom d'homographie, s'applique encore aux 
figures dans l'espace. Dans ce mode de transformation, les 
coordonnées d'un point x\ y', V de la figure transformée, qui 
correspond à un point x 9 y, z de la figure proposée, sont don- 
nées par des expressions de la forme 

a5 ^ Œ5 p> y — p*> * — p* 

dans lesquelles L, M, N, P désignent des fonctions linéaires des 
quantités x 9 y, z. De sorte qu'à une surface quelconque corres- 
pond une surface de même degré, la transformation ne pouvant 
ni élever ni abaisser le degré. 

Dans ce mode de transformation , toutes les propriétés descrip- 
tives de la figure proposée subsistent évidemment dans la figure 
transformée. A un système de points en ligne droite, correspond 
un système de points en ligne droite et homographiques, de sorte 
que toutes les propriétés métriques qui ne dépendent que du 
rapport anharmonique subsistent encore dans la figure trans- 
formée. 

Dans la transformation générale entrent quiiize coefficients dis- 
tincts; on pourra donc se donner arbitrairement onze conditions 
auxquelles doit satisfaire le système transformé. C'est l'introduc- 
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tioo de ces conditions arbitraires dans la figure transformée qui 
permet à l'homographie de simplifier les théorèmes en réduisant 
la démonstration à des cas particuliers qui suffisent, d'après la 
théorie que nous venons d'indiquer, pour démontrer le théo- 
rème dans toute sa généralité. Par exemple, s'il entre dans la 
figure primitive une surface du second degré et un système 
quelconque de points, de droites et de plans, on pourra faire 
correspondre à la surface une surface quelconque du second de- 
gré, et en même temps faire correspondre à deux points quel- 
conques de la première figure deux points quelconques de la 
seconde. En particulier, on peut faire correspondre à là surface 
une sphère. 

239. — Comme exemple des transformations homographiques, 
prenons ce théorème de géométrie : 

Dans une sphère, le lieu des milieux des cordes passant par un 
point fixe est une sphère passant par ce point et le cercle de con- 
tact relatif à ce point. 

Si on le transforme homographiquement, en ayant soin de 
remarquer que deux sphères se coupant suivant deux plans dont 
l'un est à l'infini, et en remarquant en outre qu'à l'infini cor- 
respond un plan dans la figure transformée, et que par suite au 
milieu d'une corde correspondra dans la figure transformée le 
conjugué harmonique du point de rencontre de la corde cor- 
respondante avec le plan qui correspond à l'infini, on aura 
le théorème suivant : 

Le lieu des points conjuguées harmoniques, par rapport à une 
surface du second degré, des points de rencontre avec un plan fixe 
des sécantes passant par un point donné, est la surface du second 
degré passant par le point donné et coupant la première suivant 
deux courbes planes, dont les plans sont le plan polaire du point 
donné et le plan fixe. 

m 

SUR UN SYSTÈME PARTICULIER DE COORDONNÉES. 

240, — Dans toutes les questions où entrent des systèmes de 



228 LIVRE IV. — CHAP. II. 

diamètres conjugués d'une surface, l'homographie, en permet- 
tant de remplacer cette surface par une sphère, introduira des 
simplifications notables dans la solution de la question. Il est un 
moyen bien simple d'effectuer cette transformation, qu'on peut 
employer dans ces sortes de questions, comme artifice de calcul, 
sans parler de l'homographie. Si la surface, dans laquelle on a 
à considérer des systèmes de diamètres conjugués, est un ellip- 
soïde, et que l'on prenne pour axes des coordonnées ses propres 
axes, son équation est de la forme 

Nous transformerons cet ellipsoïde en sphère par les formules 
homographiques 

x =s aa/ t y = bj/ 9 z = crf, 

et la sphère correspondante aura pour rayon l'unité. Les coor- 
données d'un point quelconque de cette sphère seront donc les 
cosinus des angles que fait avec les axes coordonnées le diamètre 
passant par ce point. Si l'on ne veut pas parler de l'homo- 
graphie, on peut se contenter de dire que x' 9 y', d sont un sys- 
tème particulier de coordonnées dans lequel les conditions qui 
expriment que les diamètres qui passent par trois points de la 
surface sont conjuguées, sont les relations qui expriment que les 
nouvelles coordonnées de ce point sont les cosinus des angles 
que font avec les axes trois directions rectangulaires. Voici quel- 
ques exemples de l'emploi de ces coordonnées. 

Problème. 

2 Al. — Trouver* le lieu des sommets des trièdres dont les faces 
sont parallèles à un système de plans diamétraux conjugués d'un 
ellipsoïde À et tangentes à un second ellipsoïde B. {Concours géné- 
ral, 1860.) 
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Prenons pour axes des coordonnées les axes de l'ellipsoïde À 
et soit alors 

a? , y* , z* 
a* ^ 6* r c % 

son équation. Soient a', 6', c' les axes de l'ellipsoïde B, 

X = ox' + ay + a% 

(i) y = P*'+PV+ P% 

^ = ï*' + ïV + ï% 

les formules de transformation qui servent à passer des axes 
que nous avons choisis à ceux de B. 

Nous prendrons pour coordonnées d'un point les quantités 
X, (x 9 y unies aux coordonnées anciennes par les relations 

x = àk, y = ôp., z = cv, 

Si X, |x, v; X', |x f , v'; X", jx", v"sont les coordonnées des extré- 
mités de trois diamètres conjugués de A, il y aura entre ces quan- 
tités les six relations qu'il y a entre les cosinus de trois direc- 
tions rectangulaires. Les plans tangents à A aux trois points 
considérés sont parallèles à un système de plans diamétraux 
conjugués de cet ellipsoïde. Les plans tangents à B parallèles à 
ces plans ont pour équations 

X x uv V z # 

[• — + — = ^a'*L* + *"M* + c'W , 

abc 

Wx W'v v"z / 

abc 1 

L, M, N, étant les coefficients de x\ j/\ a* dans le premier mem- 
bre de la première de ces équations , lorsqu'on y substitue les 
valeurs de x> y, z fournies par les relations (i) ; et de même pour 
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L', M', ..... On a donc 

a B y a' S' y' a" 3" y" 

a b c abc a b ' c 

Li V* i ,,'^xvl M' N' — 

a * r b c 

L'-rU^+v"^]»^ , N"*= 

a 6 c 



Si Ton ajoute les équations (2) élevées respectivement au carré, 
il vient, en tenant compte des relations qui existent entre les 
paramètres X, p, v, 

^ + ^ + !!- a .^ + P! + ï , Ué^- + ^ + 



+ ' 5 



/a" s p"* y WÎ \ 



C'est r équation du lieu cherché qui est un ellipsoïde semblable 
à l'ellipsoïde À. 

Remarque. —Les équations (1), jointes aux relations qui exis- 
tent entre les paramètres ne font que neuf équations, et comme 
il y a neuf paramètres, il semble au premier abord que le som- 
met du trièdre est arbitraire ; mais ces équations ne sont com- 
patibles qu'autant que l'équation que nous avons obtenue pour 
le lieu cherché est remplie, et alors on voit que chaque point 
du lieu est le sommet d'une infinité de trièdres satisfaisant aux 
conditions de l'énoncé. 

Le nombre de conditions que fournit l'énoncé semble donc, 
à priori, indiquer qu'un point quelconque de l'espace fait partie 
du lieu ; l'existence du lieu est due à une particularité analy- 
tique des équations qui expriment ces conditions. Il serait donc 
plus exact de poser la question comme un théorème que comme 
un problème. La même particularité se présentera dans l'exem- 
ple suivant. 
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Problème. 

242. — Par un point d'une surface du second degré, on mine 
trois droites parallèles à un système de diamètres conjugués d f un 
ellipsoïde, et par les seconds points d'intersection de ces droites 
avec la surface on fait passer un plan. Ce plan passe par un 
point fixe. 

Prenons pour origine le point fixe, que nous pouvons supposer 
être en même temps le centre de l'ellipsoïde, puisque d'après 
l'énoncé on peut déplacer cet ellipsoïde parallèlement à lui- 
même sans changer le lieu. Prenons aussi pour axes de coor- 
données les axes principaux de l'ellipsoïde. 

Pour résoudre la question, nous couperons la surface par 
un plan 

(i) 0-|-py-firz = 8, 

et nous chercherons la relation qui doit exister entre les coef- 
ficients de cette équation, pour que le cône, ayant pour sommet 
l'origine et pour base la section faite par le plan dans la sur- 
face considérée, contienne les extrémités de trois diamètres con- 
jugués de l'ellipsoïde, points qui seront représentés par les 
coordonnées nouvelles X, p, v; X', f/, v'; X", jx", v". Soit 

S ss kx* -f Ay + k"z * + aByz + aB's* -f %Wxy + aC# + aC'y 

+ aG*z = o 

l'équation de la surface. Le cône, passant par l'intersection de 
cette surface et du plan représenté par l'équation (i) , a une équa- 
tion de la forme 

(a) S-f- 2(a# -f- py + Y z — o)(»iff+ny-|-iw+?) = o, 

et comme il a pour sommet l'origine, cette équation doit être 
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homogène, de sorte que 

9 =o, mo = C, nt = G, p8 = C". 

Si Ton substitue les valeurs de m, n, p, ç dans l'équation (a), 
on a pour Y équation du cône 

(a + aC ~) ** + (A'+ aG'?) y 8 + (a" + aC" |) *» + = o, 

et pour que les extrémités de trois diamètres conjugués de 
l'ellipsoïde soient situées sur ce cône, il faut que l'on ait 

(A+aC|)a»X« -f^A'+aC'^AV +(a''+ 2 C''|)cV +... =«, 

(3) (A+2C?) aV + (*+»? |) i V 1 + (A"+aC"0cV« f... = o, 

(A+aC jj) aV+ (A'+aff R «VM- (A'+aC'^VM-... =o, 

les paramètres qui entrent dans cette équation, étant unis par 
les six relations distinctes qui existent entre les cosinus des 
directions des trois droites rectangulaires. Au premier abord, il 
semble que ces six relations jointes aux trois équations (3), 
déterminent les paramètres variables, et que t par conséquent, 
quel que soit le plan représenté par l'équation (*), il y a tou- 
jours un système de trois génératrices du cône parallèle à un 
système de diamètres conjugués de l'ellipsoïde. Mais si l'on ajoute 
les trois équations (3) , en tenant compte des six relations qui 
existent entre les paramètres variables, il vient simplement 

(4) (A+ aC jy + (à'+ •(? !)*»+ (A"+ aC" |) c« = o. 

Pour qu'il y ait un système de diamètres conjugués de l'el- 
lipsoïde qui soient des génératrices du cône, il faut donc qu'il 
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y ait, entre les coefficients de l'équation de ce cône, la rela- 
tion (4) ; et alors, dès que deux diamètres conjugués de l'ellip- 
soïde sont situés sur le cône, le troisième l'est aussi. 

L'équation (1), jointe à la relation (4), représente tous les 
plans cherchés, leur équation générale est donc 

(à + aC ' ) a« + (â' + aC' ■ l , ) b* 

ou bien 

a[Dx+ aCa*) + ?(Dy + aC'é») + T (Ds+ aCV) = o, 

en posant pour abréger l'écriture 

DaA^ + A'l' + AVi 

De là résulte que tous les plans cherchés passent par le point 
fixe dont les coordonnées sont 

C , G , t G . 

Gomme, du reste, l'équation de ces plans contient deux para- 
mètres arbitraires et que par conséquent on peut faire passer 
un plan du lieu par deux points arbitraires, le lieu des plans 
se compose de tous les plans passant par le point fixe dont nous 
ayons déterminé les coordonnées. Il est facile de vérifier avec 
les valeurs de ces coordonnées que ce point est sur le diamètre 
conjugué dans l'ellipsoïde au plan tangent à la surface à l'ori- 
gine. Cela résulte encore immédiatement de ce que si l'on prend 
tous les systèmes de diamètres conjugués de l'ellipsoïde com- 
posés de ce diamètre et de deux diamètres conjugués dans la 
section faite par le plan tangent dans l'ellipsoïde, les plans cor- 
respondants passent par cette droite. 
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DES COORDONNÉES HOMOGÈNES. 

243. — Il arrive souvent que l'énoncé d'une question pré- 
sente une certaine symétrie par rapport à quatre plans conve- 
nablement choisis. On introduit alors beaucoup de symétrie 
dans les calculs, et quelquefois des simplifications très- grandes, 
en substituant aux coordonnées ordinaires #, y, z de nouvelles 
coordonnées déterminées par ces quatre plans dont nous re- 
présenterons les équations par 

a = o, p=o, *)f = o, 8 = 0. 

Posons pour un instant 

* * P ï 

a== V b== é> C= P 

nous avons ainsi trois équations du premier degré en x> y, z. 
Si on les résout par rapport à ces quantités, on obtiendra pour 
valeurs de #, y, z des rapports de fonctions linéaires de 
a, 6, c à une même fonction linéaire de ces quantités» et, parla 
substitution dans une équation , on obtiendra une équation du 

même degré en a, &, c; remplaçant alors a, 6, c par^, je, i-, on 

aura une équation homogène en a, (ï, y, 8. Ces quantités sont 
dites des coordonnées homogènes^ quoiqu à justement parler on 
ne puisse considérer comme coordonnées nouvelles que les 
rapports de trois d'entre elles à la quatrième. 

Ceci n'est que l'extension à la géométrie à trois dimensions 
des coordonnées trirectilignes en géométrie plane, et l'interpré- 
tation de ces coordonnées est la même ; a, fî, y» 8. représentent, 
à un facteur constant près , les distances du point dont elles 
sont les coordonnées aux quatre faces du tétraèdre des coor- 
données, c'est-à-dire du tétraèdre formé par les quatre plans 
proposés. 
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Les coordonnées a, 6, c, ou =■ , Ç > J- déterminent les po- 

OOÔ. 

sitions de trois plans passant par trois des arêtes du tétraèdre. 
Ce sont ces trois plans qui , par leur intersection , déterminent 
le point. 



Théorème. 



244, — Si a, p, y, 8 représentent des fondions linéaires fco* ' 
mogènes des variables x, y, z, t et que <p (x, y, z, t) soit ce que 
devient la fonction homogène f (a, (J, y, 8) par la substitution des 
valeurs de a, (3, y, 8 en x, y, z, t, on a identiquement 



*v,+yv y + = «r a +pr p + 



a', (?,... étant ce que deviennent a t (î... guand on y citante z» y,... 

On a, en effet, d'après le théorème des fonctions de fonc- 
tions, 

• ?;=rA«+r p D^ + , 



Si Ton ajoute ces équations, après les avoir multipliées respecti- 
vement par a/, y',... et qu'on remarque que 

puisque D» a est égal au coefficient de x dans a, D„a au coeffi- 
cient de y etc. , on a identiquement 



** m +M y + =«r a +pf p + 



II résulte de là qu'en coordonnées homogènes le plan polaire 



1 
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du point a', (3\ y, 8' a pour équation 
ou encore 

w + #v + ^ v + w = °- 

L'utilité des coordonnées homogènes ressort immédiatement 
de celle des coordonnées trirectilignes en géométrie plane ; nous 
nous contenterons donc de donner un exemple de l'emploi de 
ces coordonnées. 

Problème. 

245. — Trouver le lieu d'une droite mobile qui reste tangente à 
\e surface de second degré et qui s'appuie sur deux droites fixes 

m * it .1» 



une 




tangentes à cette surface. 
Soient A et B (fig. 1 14) les deux tangentes fixes, a et 6 leurs 

points de contact , C la ligne qui joint ces 
points. Menons les plans tangents en a et 6 
à la surface et soient d et c les points où ces 
plans rencontrent les droites B et A. Pre- 
nons pour tétraèdre des coordonnées le té- 
"b traèdre ayant pour sommets les points a, h 

c, d. Soient a=o, p=o, *=o, 8=o, les équations des faces 
respectivement opposées aux sommets a, 6, c, d. La droite A 
aura pour équations 

p = o, 8 = o, 

et la droite B 

a = o, 7 = 0. 

L'équation de la surface est de la forme 

À* 1 + A'p* + AY + A"V + aB«p + aB'aï + aB"a$ -f aB"fr 

-f aB ,T p8 + 2B t t8 = o. 



HOMOGRAPHE. 287 

Exprimons que la surface est tangente, en a au plan j3=o, en 
6 au plan a = o. Le point a a pour coordonnées p=o, y=o, 
8=0; le plan tangent à la surface en ce point a donc pour 
équation 

- fa * Aa + Bp -f B' T + B"8 = o . 

Gomme cette équation doit se réduire à fJ= o , on a 

A = o, B'=o, B" = o. 

En exprimant que la tangente en b est a = o, on trouve de 
même 

A'=o, B"=o, B l? = o. 
L'équation de la surface est donc de la forme 

S = M T * + MV + aPaP + aF-tf = o. 

Dne droite du lieu, rencontrant les droites À et B, est repré- 
sentée par les équations 

P = X8, 
a = w 

Nous obtiendrons les points où cette droite rencontre la sur- 
face en remplaçant dans l'équation de la surface a et p par 
leurs valeurs, ce qui donne 

m t * + 2 (pv + f)t* + uv == o. 

La droite sera tangente, si la condition 

(PXji + P') f — MM' = o, 
ou 

pxp + p' ;« ± vfôSF 

est remplie. 
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On en déduit l'équation du lieu 



qui peut s'écrire 

Cette forme montre que le lieu se compose de deux surfaces 
du second degré tangentes chacune à la surface donnée le long 
d'une courbe plane ; les deux plans des contacts, dont l'inter- 
section avec la surface donne le lieu des points de contact de la 
tangente mobile, ont ponr équations 

Y\/M±a v /M > =o. 

Chacun de ces plans passe par la droite C. 



CHAPITRE III. 



Théorème» généraux sur les surfaces du second de«ré. 



Théorème I. 

246. Toutes les surfaces du second degré qui passent par huit 
points, ont, en général, une infinité de points communs situés 
sur une ligne à double courbure, intersection de deux quelconques 
S entre elles. 

Il a, en effet, été démontré dans la Géométrie analytique, 
livre VI, chapitre VU» que par neuf points donnés on peut tou- 
jours faire passer au moins une surface du second degré, et 
qu'en général, on n'en peut faire passer qu'une. Il en résulte 
que par huit points on en peut faire passer une infinité. Soient 
alors S = o, S' = o deux d'entre elles ; l'équation 

(1) S + AS'^o, 

qui renferme un paramètre variable k , représentera toutes les 
surfaces passant par les huit points, puisqu'on peut toujours 
déterminer k de façon que la surface passe par un neuvième 
point. Or toutes les surfaces représentées par l'équation (1) 
passent par l'intersection des surfaces S = o, S' = o. 

Lorsque neuf points déterminent une surface du second de- 
gré unique, ces neufs points sont dits distincts. Lorsque les 
neuf points ne sont pas distincts, c'est que, parmi les équarfons 
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qui expriment ces conditions, il y en a au moins une qui rentre 
dans les autres ; par conséquent, pour déterminer la surface, on 
peut alors se donner un dixième point arbitraire. De là résulte 
que toutes les surfaces qui passent par huit des neuf points 
donnés passent par le neuvième ; et par conséquent, lorsqu'une 
surface du second degré n'est pas déterminée par neuf points, 
c'est que ces neuf points sont situés sur une m$me ligne à 
double courbure, intersection de deux surfaces du second 
degré. 

L'équation (i) cessera de représenter toutes les surfaces 
passant par les huit points, lorsque ces huit points, joints à un 
neuvième quelconque, seront situés sur une même ligne à 
double courbure, intersection de deux surfaces du second de- 
gré; c'est-à-dire lorsque toute surface passant par sept des 
points donnés passera par le huitième (nous verrons tout à 
l'heure que cela est possible) ; dans ce cas les huit points ne sont 
plus distincts. 



Théorème corrélatif. 

247. Toutes les surfaces du second degré qui sont tangentes à 
huit plans donnés, sont, en g énér al > enveloppées par une même 
surface développable. 



Théorème D. 

248. Toutes les surfaces qui passent par sept points donnés 
ont un huitième point commun. 

Soient en effet S = 0, S' == 0, S" = o trois des surfaces 
passant par les sept points donnés. L'équation générale des 
surfaces passant par ces sept points est alors 

S + fâ' + A'S ,/ =50 J 
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toutes ces surfaces passent par les points communs aux trois 
surfaces 

S = o, S' = o, S"=o, 

et ces trois équations du second degré à trois inconnues ont 
en général huit solutions. 

Ge théorème nous fait voir comment il peut se faire que huit 
points ne soient pas distincts. 

En suivant bien attentivement la marche des idées dans ce 
qui précède, on voit aussi immédiatement la raison pour la- 
quelle sept points sont toujours distincts. 



Théorème corrélatif. 

Toutes les surfaces du second degré qui sont tangentes à sept 
plans donnés, ont un huitième plan tangent commun. 

249. — Nous verrons plus tard que les huit points communs à 
toutes les surfaces du second degré qui passent par sept points 
donnés sont les sommets de deux tétraèdres réciproques à eux- 
mêmes par rapport k une même surface. Il en résulte, pour le 
théorème corrélatif, que, les huit plans tangents communs à 
toutes les surfaces du second degré tangentes à sept plans don- 
nés sont les faces de deux tétraèdres réciproques à eux-mêmes 
par rapport à une même surface. 



Théorème m. 

250. Les plans polaires d'un point fixe, par rapport à toutes 
les surfaces du second degré qui passent par huit points donnés 
passent par une droite fixe. 

Soient, en effet, P = o, P f = o les équations des plans po- 
laires du point fixe par rapport à deux des surfaces S=o, S':=o 

46 
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passant pal* les huit pointu. L'équation générale des surfaces 
passant par les huit points est 

S + AS' = o, 

et par suite, l'équation du plan polaire du point fixe est 

P + JfcP' = o. 

Ce plan passe par la droite d'intersection des plans 

P = o, P'±=o. 

Si le point fixe s'éloigne à l'infini dans une certaine direction, 
son plan polaire devient le plan diamétral conjugué de cette di- 
rection. Par conséquent 

Dans toutes les surfaces du second degré qui passent par huit 
points donnés, les plané diamétraux conjugués d 'une direction 
donnée panent par une droite fim. 



Théorème corrélatif. 

S 51* Le lieu du pôle d* urt plan fixe par rapport à toum tes 
mrfaces du second degré tangenteê à huit plans donnée est une 
droite. 

Si le plan se transporte à l'infini, son pôle par rapport à une 
surface est le centre de cette surface ; par conséquent 

Le lieu des centres dés suffatts du second degré tangentes à 
huit plans donnés est une ligne droite. 



Théorème IV. 



252. Le plan polaire d'un point fixe par rapport à toutes Us w- 
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niques qui passent par sept points donnés passe par un point 
fixe. 

Car le plan polaire d'un point fixe par rapport à ces surfaces 
dont l'équation est 

S-f-AS'4-A f S ,, = o, 

est évidemment 

P+kP + kP'^o? 

P = o, P' = o, F r = o étant les équations des plans polaires 
de ce point par rapport aux surfaces S = o, S' = o, S" = o. 

Si le point s'éloigne à l'infini dans une certaine direction, 
son plan polaire devient le plan diamétral conjugué de cette di- 
rection; par conséquent 

Dans toutes les surfaces du second degré qui passent par sept 
points donnés, les plans diamétraux conjugués d'une direction 
donnée passent par un point fixe. 



Théorème eorrél&tlf. 

253. Le lieu du pôle Sun plan fixe par rapport à toutes les 
surfaces du second degré tangentes à sept plans donnés est un 
plan. 

Si le plan se transporte à l'infini» son pôle par rapport à une 
surface est le centre de cette surface ; par conséquent 

Le lieu eu centre des surfaces du second degré tangentes à sept 
plans donnés est un plan. 

254. — Des cônes qui passent par V intersection de deux sur- 
faces du second degré. — L'équation générale des surfaces du 
second degré qui passent par l'intersection des deux surfaces 
S = o, S' = o est 

(l) 8 + *8's=0. 
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Pour que cette équation représente un cône, il faut que son cen- 
tre soit situé sur la surface ; on obtiendra la condition analytique 
correspondante en éliminant x, y, z entre l'équation (1) et les 
trois équations 

( D.S + AD.S'^o, 
(a) j fyS + ÀfyS'^o, 

Si Ton rend les fonctions S et S r homogènes à l'aide d'une 
quatrième variable t, on a identiquement 

= a (S+*S'). 
En vertu des équations (i) et (a), cette équation se réduit à 
(3) D,S-fAD t S' = o. 

Les quatre équations (a) et (3) étant linéaires en x y y, z, le 
résultat de l'élimination sera une équation du quatrième degré 
en k. Ainsi : 

Il y a généralement quatre cônes du second degré passant par 
t intersection de deux surfaces du second degré. 

Théorème V. 

255. — Les sommets des quatre cônes qui passent par f in- 
tersection de deux surfaces du second degré sont les sommets 
d'un tétraèdre réciproque, par rapport à chacune des surfaces 
du second degré qui passent par Tintersection des surfaces don- 
nées. 

On voit d'abord géométriquement que le tétraèdre formé 
par les sommets des quatre cônes est réciproque par rapport 
aux deux surfaces S et S\ et par suite par rapport à toutes les 
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surfaces 

S + *S' = o; 

car chacune de ses faces est un triangle réciproque par rapport 
aux sections faites par son plan dans les deux surfaces. 

Je dis maintenani que c'est le seul tétraèdre réciproque par 
rapport aux deux surfaces. Pour qu'un point x 9 y, z ait même 
plan polaire par rapport aux deux surfaces S et S', il faut que 
les deux équations 

XDJ5 + YD V S + ZD.S + TD,S = o, 
XDJ5' + YD^S + ZD.S' + TD,S' = o 

soient identiques, et par conséquent que l'on ait 

D g S _ D y 8 _ D,8 _ D^S 

D.S' -"* D V S' ~~ D,S' — D£' ' 

Si l'on désigne par — h la valeur commune de ces rapports, les 
points cherchés seront donnés par les équations 

D.S + AD^o, 
D,S + AD^S' = o, . 
D S S + *D,S' = o, 
D l S + AD,S'==o; 

ce sont donc les sommets des quatre cônes considérés. Ceci est 
encore une démonstration analytique de la réciprocité du té- 
traèdre considéré. 

Théorème VI. 

256. — Le lieu des sommets des cônes du second degré qui 
passent par ï intersection d'une surface du second degré donnée 
et d'un cône quelconque du second degré ayant pour sommet un 
point fixe, est le plan polaire de ce point. 
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Ce théorème est une conséquence immédiate de la proposition 
qui précède. On peut d'ailleurs le démontrer directement de la 
manière suivante : 

Prenons pour origine le point fixe, et soit S =o l'équation de 
la surface. Soit S'=o l'équation d'un cône quelconque passant 
par l'origine. L'équation générale des surfaces du second degré 
passant par l'intersection de S et S' est 

S + AS' = o. 

La condition, pour que cette équation représente un cône, est le 
résultat de l'élimination de x, y, % entre les quatre équations 

D.S + fcD.S^o, 
D v S + *D y S' = o, 
D S S + *D S S' = o, 
D,S =5= o, 

et le sommet du cône sera donné par les valeurs de x 9 y, z sa- 
tisfaisant à ces quatre équations. Il en résulte immédiatement 
que le lieu de ce sommet est 

c'est-à-dire le plan polaire de l'origine. 



DES SURFACES PASSANT PAR HUIT POINTS OU TANGENTES A HUIT PLANS 
ET ASSUJETTIES A UNE NEUVIÈME CONDITION. 

257. — Net^f points ou neuf plans tangents. — De ce que nous 
avons établi au commencement de ce chapitre il résulte que par 
neuf points non situés sur une même ligne à double courbure, 
intersection de deux surfaces du second degré, on peut toujours 
faire passer une surface du second degré, et on n'en peut faire - 
passer qu'une seule. 

On peut toujours mener une surface du second degré tangente 
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à neuf plans donnés, pourvu que ces neuf plans ne soient 
pas tangents à une même surface développable enveloppant 
deux surfaces du second degré, et on n'en peut mener qu'une 
seule. 

Dans les cas que nous avons écartés, les deux problèmes pré- 
sentent une infinité de solutions. 

> 258, — Huit pointé et un plan tangent ou inversement. — Lacon- 
^tion qui exprime qu'un plan est tangente la surface S+K.S'=o, 
étant du troisième degré en K, il y a trois surfaces passant par 
huit points et tangentes à un plan, ou inversement tangentes à 
huit plans et passant par un point. 

De simples considérations géométriques conduisent encore à 
ce résultat. Un plan tangent à une surface est un plan cou- 
pant la surface suivant deux droites réelles ou imaginaires. 
Or le plan donné coupe la courbe commune à toutes les sur- 
aces passant par les huit points en quatre points réels ou 
Imaginaires a, 6, c, d. Si la surface est tangente au plan, elle 
sera coupée par ce plan suivant un des trois systèmes de 
droites passant par ces points, et le point de contact sera l'un 
des sommets de ces systèmes de droites, c'est-à-dire un des 
sommets du triangle réciproque par rapport à toutes les coni- 
ques passant par les quatre points a, 6, c, d» Gomme il est évi- 
dent que les surfaces passant par les huit points donnés et un de 
ces points sont coupées par le plan donné suivant deux droites, 
il y a trois surfaces passant par les huit points et tangentes au 
plan donné. Les points de contact sont les sommets du triangle 
réciproque par rapport à toutes les coniques passant par les 
points a, &, c, d, et en particulier par rapport aux coniques 
suivant lesquelles sont coupées par le plan les quatre cônes pas- 
sant par l'intersection de toutes les surfaces qui passent par les 
huit points. Les lignes qui joignent le sommet de l'un de ces 
cônes aux trois points de contact forment donc un système de 
diamètres conjugués du cône. 

259, — Si l'on dopne le çeptre d'upe surfaçç et les sections 
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circulaires faites par des plans diamétraux, cela revient à se 
donner l'intersection de la surface et d'une sphère 

# 1 + y f + zt — r t K=zo 9 

ou huit points ; il y a donc trois surfaces assujetties à ces con- 
ditions et tangentes à un plan donné. 

Gomme l'équation générale des surfaces assujetties aux condi- 
tions initiales est, si Ton désigne par S= o l'équation de l'une 
d'elles, 

S + k[x t + y % + z t — r t ) = o, 

une quelconque passe par l'intersection du cône de révolution 
imaginaire 

(1) x i + y 2 + z t = o i 

et de la surface 

S — kr*=:o; 

le cône représenté par l'équation (1) est donc un des quatre 
cônes qui figurent dans le numéro précédent, et comme ses dia- 
mètres conjugués sont rectangulaires, les lignes qui joignent le 
centre donné aux trois points de contact sont rectangulaires. 



DSS SURFACES DU SECOND DEGRÉ DOUBLEMENT TANGENTES. 



260. — On a démontré dans la Géométrie analytique, liv. VI, 
chap. Vil, que quand deux surfaces du second degré se tou- 
chent en deux points, elles se coupent suivant deux courbes 
planes* Par conséquent si l'une d'elles a pour équation S = o, 
l'autre aura pour équation S + fcajî = o, a = o , fï = o, désignant 
les plans des deux courbes. 

Il est d'ailleurs évident que, réciproquement, deux surfaces 
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dont la ligne d'intersection se compose de deux courbes planes 
sont doublement tangentes aux deux points où l'intersection de 
ces plans rencontre les surfaces. 

Si nous transformons la figure par les polaires réciproques, à 
deux surfaces doublement tangentes correspondront deux sur- 
faces doublement tangentes, et il existe deux cônes enveloppant 
ces deux surfaces. 

Les quatre points qui ont même plan polaire par rapport aux 
deux surfaces, sont évidemment dans ce cas les deux points de 
contact et les sommets des deux cônes passant par la courbe 
d'intersection des surfaces. 

261. — Si deux surfaces du second degré en coupent une troi- 
sième suivant la même courbe plane, elles se couperont évidem- 
ment suivant deux courbes planes, dont l'une sera la courbe 
commune aux trois surfaces; le plan de l'autre passera par l'in- 
tersection des plans des secondes courbes d'intersection des deux 
premières surfaces avec la troisième; car les deux premières 
surfaces ont des équations de la forme 

S + ap = o, 
S-|-«1f = o, 

et par suite elles se coupent suivant deux courbes planes , les 
plans de ces courbes ayant pour équations 

a = o, p — y = ' 

262. — Deux surfaces du second degré bomothétiques ont dans 
leurs équations mêmes termes du second degré. Si l'équation de 
l'une est S = o, l'équation de l'autre sera donc de la forme 
S -f- a = o, a étant du premier degré. Par suite deux surfaces 
du second degré homothétiques se coupent suivant une courbe 
plane. Comme l'intersection de deux surfaces est en général une 
courbe du quatrième degré, dans ce cas, les coefficients des 
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termes du quatrième et du troisième degré sont nuls, et ou peut 
dire que les surfaces se coupent suivant deux courbes planes, le 
plan de Tune étant à l'infini. * 

Il résulte de là et du numéro précédent que trois surfaces 
homothétiquçs se coupent suivant trois courbes planes jàont 
les plans passent par une même droite. 

263. — Deux sphères, étant bomothétiques, se coupent sui- 
vant deux courbes planes dont Tune a son plan à l'infini. Il 
résulte de là que toutes les sphères sont coupées par le plan à 

ê 

l'infini suivant le même cercle imaginaire que nous appellerons 
le cercle imaginaire à V infini. 

On conclut de là qu'une section plane d'une surface du second 
degré sera un cercle, lorsqu'elle passera par les deux points ima- 
ginaires où son plan rencontre le cercle imaginaire à l'infini; 
car si par trois des points de cette section plane on fait passer 
une sphère quelconque, le plan considéré coupera la surface et 
la sphère suivant deux coniques ayant cinq points communs, et 
par conséquent suivant la même conique, qui est par suite un 
cercle. 

Nous pouvons immédiatement déduire de là le nombre des 
directions des plans des sections circulaires. Une surface du 
second degré est rencontrée en quatre points imaginaires par 
le cercle à l'infini; on peut donc mener six sécantes rencontrant 
le cercle à l'infini et la surface aux mêmes points* De là six 
directions de plans de sections circulaires, dont deux seulement 
sont réelles, parce que, parmi les six sécantes considérées, il y 
en a seulement deux réelles; ce sont celles qui joignent les 
points imaginaires conjugués. 

Les six droites considérées peuvent être partagées en trois 
couples de deux droites, dont les sommets forment un triangle 
réciproque par rapport aux sections faites par le plan à l'infini 
dans la surface et dans la sphère. Il en résulte, d'après le n° 258 
que les droites qui joignent ces trois points au centre de la 
sphère soitf rectangulaires, et il est fecUe d§ ypir que ces direc- 
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tions spot celles des axes de la surface ; car les six plans des sec- 
tions circulaires se coupent deux à deux suivant trois droites 
réelles parallèles aux axes de la surface. 

264. — Dans la géométrie à deux dimensions, l'étude des 
points-cercles doublement tangents aux coniques nous a fourni 
la notion des foyers; l'étude de points-sphères doublement tan- 
gents aux surfaces du second degré nous conduira à la notion 
des lignes focales dans les surfaces du second degré ; mais à 
cause de l'importance du sujet nous consacrerons à cette étude 
lç chapitre suivant 

265. — Lorsque les deux plans, suivant lesquels se coupent 
deux surfaces doublement tangentes, viennent à se confondre, 
les deux surfaces se raccordent tout le long d'une ligne plane. 
(Voir la Géométrie analytique.) 

Deux surfaces concentriques et semblables se coupent suivant 
deux plans situés à l'infini; elles se raccordent donc le long de 
la section faite par ce plan. Cette proposition peut être utile dans 
les transformations homographiques. 

Si S = o est l'équation d'une surface, l'équation 

S — « f = o 

représente une surface se raccordant avec elle le long de la sec- 
tion faite par le plan a = o ; il résulte de cette équation que les 
deux surfaces sont coupées par un même plan suivant deux co- 
niques doublement tangentes. Si donc l'une des sections devient 
un point-cercle, ce point sera un foyer de l'autre section. Par 
conséquent : 

i° Si deux surfaces se raccordent, les plans tangents aux 
ombilics de Vune coupent Vautre suivant des coniques dont les 
ombilics sont des foyers. (Les ombilics d'une surface sont les ex- 
trémités des diamètres conjugués aux sections circulaires. Les 
plans tangents aux ombilics coupent dope la surface suivant un 
point-cercle.) 



\ 



l' 
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2° Si une surface se raccorde avec une sphère y tout plan tan- 
gent à la sphère la coupe suivant une conique dont le point de 
contact du plan avec la sphère est un foyer. 

EMPLOI DES COORDONNÉES HOMOGÈNES DANS L'ÉTUDE GÉNÉRALE 

DES SURFACES DU SECOND DEGRÉ. 

2dô, — Équation d'une surface rapportée à un tétraèdre réci- 
proque. — Nous avons vu dans l'étude des coordonnées homo- 
gènes que, si Ton rapporte une surface du second degré à un 
tétraèdre dont les quatre faces ont pour équations 

a = o, p = o, 7 = 0, $ = o, 
son équation générale est 

/K P> Y> 8 ) = o, 

A a » P> Y» 8) étant la fonction homogène générale du second 
degré des variables a, fi, y, 8. 

Si le tétraèdre des coordonnées est réciproque par rapport à 
la surface, en exprimant que chaque sommet est le pôle de la 
face opposée, on trouve que l'équation de la surface prend la 
forme 

(v) « i +fcp , + cr 1 + « , =o, 

Il est du reste évident sur cette équation elle-même, qu'elle 
représente une surface par rapport à laquelle le tétraèdre des 
coordonnées est réciproque; car l'équation 

a** + ép* -f- cy* = o 
représente un cône dont le sommet est le point 

a = o/ p==o, y = o, 
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et l'équation (1) montre que la surface qu'elle représente est 
enveloppée par ce cône suivant la courbe dont le plan a pour 
équation 

c'est-à-dire que ce plan a pour pôle le sommet du cône. 

267. — Lorsque, dans l'équation d'une surface en coordon- 
nées rectilignes 

f[x, y 9 z) = o, 

nous avons introduit la lettre t que nous supposions représenter 
l'unité, pour rendre l'équation homogène en #, y, jz, t % l'équa- 
tion obtenue 

/"(*> y» h = o 

peut être regardée comme représentant la surface en coordon- 
nées homogènes, le tétraèdre des coordonnées ayant pour faces 
les trois plans des coordonnées rectilignes et le plan situé à 
l'infini; cela résulte de la définition même des coordonnées 
homogènes. 

L'équation d'une surface rapportée à ses plans principaux ou 
à un système de plans diamétraux conjugués, lorsqu'on y intro- 
duit la lettre t, devient par rapport aux coordonnées homo- 
gènes x, y, z, t de la forme (1) ; le tétraèdre ayant pour faces 
trois plans diamétraux conjugués et le plan situé à l'infini est 
donc réciproque par rapport à la surface. Cela résulte du reste 
de la définition même du tétraèdre réciproque. 

268. — Condition pour qu'une surface de second degré passe 
par les sommets d'un des tétraèdres réciproques par rapport à 
une autre surface du second degré donnée. 

Prenons pour tétraèdre des coordonnées un tétraèdre réci- 
proque par rapport à la seconde surface, l'équation de cette sur- 
face est alors, si l'on veut, 
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et la même sur&ce rapportée à un second tétraèdre aussi réci- 
proque aura pour équation 

X t + Y ï +Z t + T , = o, 

et X, Y, Z, T auront en #, y, s, t des expressions de la forme 

X = mx + ny + P z + Q* 
. Y = m'a? + n'y -j- P* + ?'* 

T = m m x + n w y + />'"* + }"*. 
De là. résultent les relations 



m % +m ,% + m , '* + tn'"*=i 

n* + ri* + ri'* + n"* = \ 

q* + ? '« -j_ q "* 4- j*» ~ i 

mn + m W + WW -f- m' V 

mp + m'pf + ■» V + m "y" =** * 
m j + m'}' + m'y + m V = o 
n/) + n y 4, w y + n y — o 

nq + ny + n y + ny = 



(3) 



De ces relations, on déduit, en multipliant les équations (2) 
respectivement par tw, m\ m", m" et ajoutant 

# = roX + wT + m"Z + ro'T 
y s= nX + n'Y + n"Z -f n*T 
z == pX + pT 4- p"Z + p"T 
f = gX4- jT4-g l, Z + jT. 

Si l'équation de la première surface rapportée au premier 
tétraèdre est 

(4) ax % -f- éy* -f cx % + tf f 1 + a^y + • • = °> 
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son équation par rapport au second tétraèdre sera 

[am* -f- 6» f + € P % + dq* "h *cmn + . . .)X f 

+ (am ,1 +6n ,, + )Y f 

+ (am"* + bn"* + JZ 1 

+ (am m * + bn m% + )T f 

+ =o. 

Désignons par a t , 6 t , c t , d t les coefficients des carrés des 
variables dans cette nouvelle équation; si Ton fait la somme 
de ces coefficients, en tenant compte des relations (5) , on a 

a i 4" ^1 H~ c i "h ^i = a + ^ + * + d. 

Ainsi, quand on rapporte une surface du second degré aux 
différents tétraèdres réciproques par rapport à une même sur- 
face du second degré, la somme des coefficients des carrés des 
quatre variables dans l'équation est constante. 

Pour que la surface considérée passe par les sommets du 
second tétraèdre, il faut que l'on ait a i =b l = c i = d i = o, 
d'où Ton déduit la condition 

a 4"^4-£ + d = °- 

Si la seconde surface avait pour équation 

a > x * 4- by + (fz* + d't* = o, 

on ramènerait cette forme à l'équation (i) en posant 

àx* = x'*, Vy* = iP> 

mais alors l'équation (4) deviendrait 
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et par conséquent la relation cherchée aurait la forme 

a b c d 

Théorème VII, 

269. — tes tangentes menées du centre d'une surface du se- 
cond degré aux sphères circonscrites aux tétraèdres réciproques 
par rapport à cette surface* ont une longueur constante. \ 

Prenons en effet pour tétraèdre des coordonnées le tétraèdre 
ayant pour faces les troi§ plans principaux de la surface et le 
plan à l'infini. L'équation de la surface sera alors 

# f v 1 z* 
a*^b*^c* ' 

et l'équation d'une sphère quelconque 

{x — *t) % + (y — PO* + (* — Y')' — rV = ô > 
ou 

a, (î, y étant les coordonnées rectilignes du centre de la 

sphère et r son rayon. 

Si l'on appelle T la longueur de la tangente menée du centre 

de la surface à la Sphère, on aura 

tf + p + f-^r^TK 

mais la condition trouvée dans le numéro précédent , pour que 
la sphère soit circonscrite à un tétraèdre réciproque par rap- 
port à la surface, nous donne 

a* + b*+c % — T' = o t 
Ainsi la longueur T est constante. 
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Théorème VII!. 

270. — Toutes les surfaces du second degré qui passent par 
sept des sommets de deux tétraèdres réciproques à eux-mêmes 
par rapport à une mime surface du second degré, passent par le 
huitième sommet. 

On peut, en effet, prendre pour équation de la surface 
donnée 

x* + y* + z* + t* = o, 
par rapport au premier tétraèdre ; 

X* + Y , + Z î + T î = o, 

par rapport au second. Si alors a, b, c, d sont les coefficients 
des carrés dans l'équation d'une surface quelconque rapportée 
au premier tétraèdre, a', 6', c', d' les coefficients des carrés dans 
F équation de la même surface rapportée au second tétraèdre, le 
raisonnement du n° 268 montre que l'on a 

a + b + c + d = a' + b' + c' + d!. 

Par conséquent, dès que sept de ces quantités seront 
nulles, la huitième le sera aussi, ce qui prouve la proposition. 
Nous avons déjà énoncé le théorème corrélatif (n° 249)» 



271. — Les lignes qui joignent les sommets correspondants 
de deux tétraèdres polaires conjugués, par rapport à une surface 
du second degré, sont des génératrices du même système d'un hy- 
perboloide à une nappe. 
Soient 

a = o f p = o, t~o, 8=5o 

47 
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les équations des faces d'un des tétraèdres, a, 6, c, d les som- 
mets correspondants du second» Les équations des droites con- 
sidérées sont évidemment 



p _ 
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en désignant par a. le résultat de la substitution des coor- 
données du point a dans l'équation du plan p» Mais alors 
on a a» = b^ et si on pose 

ûp=;w, a Y =«, « 3 =Pj» 
les équations précédentes deviennent 
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Maintenant les conditions pour qu'une droite 

û'a -f tfp + c'y + d '8 = o 
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rencontre chacune de ces lignes droites, sont 

m (ab' — bd) + n(ac' — cd) + p(acF — dd) = o , 
q{W — cV) + r(bd'— db') + m[bd— ab') = o , 
«(«T — de') + n[cd—ac') + q(cV — bc') = o, 
p{dd— ad') + r{dV — bd] + s (de' — cd*) = o. 

Or si on ajoute ces quatre conditions , le résultat s'évanouit 
identiquement. Donc toute droite qui rencontre trois des droites 
considérées rencontre la quatrième ; ainsi les quatre droites sont 
situées sur une surface réglée du second degré. 

La propriété corrélative est que les quatre droites , suivant 
lesquelles se coupent les faces correspondantes des deux tétraè- 
dres, sont aussi sur un même hyperboloïde à une nappe. 

Théorème X, 

272. — Par les douze points de rencontre des génératrices d'un 
tétraèdre et d'une surface du second degré, on peut faire passer 
quatre plans, chacun d'eux étant mené par trois points situés 
sur les génératrices d'un même sommet ; les droites d'intersection 
de ces plans et des faces opposées du tétraèdre sont des géné- 
ratrices rectilignes du même système d'un hyperboloïde à une 
nappe. 

Soient a, (î, y, 8 les faces des tétraèdres. Si Ton met l'équa- 
tion de la surface sous la forme 

-(p + ^Pï-^ + ^PS-^ + ^S^o, 
il est facile de voir que les quatre plans ont pour équations 

P = w + q* + l * » 

Y = r8 -f- ma -f- p$y 
8 = m + q$ -)- rj. 
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Il nous faut prendre les intersections de ces plans respective- 
ment avec les quatre plans 

« = o, p = o, t = o, 8 = 0, 

et ce sont les quatre droites ainsi obtenues qui sont sur un 
même hyperboloïde. Les conditions pour qu'une droite 

an -f- ép + cy + <*& = °> 
a'a + i'p +ç'Y+d / S=:o, 



rencontre ces quatre droites, sont 



/ {ccP — d<f) -f m{db' 
p{da f — 0^0+ q(ad 
r(aV — 6a') + m(M'. 
n [bc' — cb') + q (ca! ■ 



bd') + n(bc'— cV) 
ca') +l(cd'—dc') 
dV) +p{da'— ad') 
oc') -f r[ab'— 6a') 



= o, 



= o, 



— adl = o 



= o. 



Or si on ajoute ces équations multipliées respectivement par 
+ 1, — 1 , + 1 , — 1, on trouve une identité. Donc toute 
droite qui rencontre trois des droites considérées rencontre la 
quatrième. 

Ce théorème est l'analogue du théorème de l'hexagone de 
Pascal en géométrie plane. Le théorème corrélatif peut s'énoncer 
ainsi : 

Par les génératrices d'un tétraèdre on mène douze plans tan- 
gents à une surface du second degré ; ces plans passent trois à 
trois par quatre points , si Ton combine ceux qui passent par 
les côtés d'une même face du tétraèdre; les droites qui joignent ces 
quatre points aux sommets correspondants du tétraèdre sont des 
génératrices dû même système d'un hyperboloïde à une nappe. 
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lignes focales. 



273. — Nous avons appelé , en géométrie plane, foyer d'une 
courbe du second degré , un point dont la distance à un point 
quelconque de la courbe est fonction linéaire des coordonnées de 
ce point. 

Il résulte de cette définition que si a/ et y' désignent les coor- 
données d'un foyer d'une courbe du second degré, l'équation 
de la courbe peut se mettre sous la forme 

(x — af) % + (y — i/Y + Hp& + n v + p)* = °* 

tte équation peut être interprétée autrement : elle ex- 
que la courbe est doublement tangente, suivant la droite 

mx + ny + p = o, 
au cercle de rayon zéro, défini par l'équation 

[x — x?)*+{y — y')* = o. 



Gomme ce cercle se réduit à un point qui n'est autre que le 
foyer, on peut donner des foyers dans les courbes du second 
degré cette autre définition : 

On appelle foyer d'une courbe du second degré tout point-cercle 
ayant avec la courbe un double contact. 
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La ligne des contacts est alors la directrice, 

Cette définition peut être généralisée quand on passe à 
l'étude des surfaces, et elle conduit naturellement à définir 
ainsi les foyers des surfaces du second degré : 

On appelle foyer d'une surface tfu second degré tout point- 
sphère ayant avec la surface un double contact. 

Un pareil point a avec la surface deux sections planes 
communes ; les plans de ces sections sont tous deux réels ou tous 
deux imaginaires. Dans les deux cas, ils se coupent suivant 
une droite réelle , que nous appellerons la directrice correspon- 
dante au foyer. Cette droite est la droite des contacts. 

La recherche des foyers des courbes du second degré montre 
que ces courbes ont quatre foyers , dont deux réels situés sur 
le même axe, et deux imaginaires situés sur l'autre axe. 

Nous verrons qu'une surface du second degré admet une 
infinité de foyers, dont le lieu forme trois coniques, situées 
dans les plans principaux* Nopis appellerons ces coniques les 
lignes focales de la surface. 

274. — Lignes focales des surfaces à centre. L'équation d'une 
surface à centre rapportée à son plan principal est 



m î+î+'i=»- 



On obtiendra les foyers de cette surface en identifiant son 
équation avec l'équation 

(a) S — LM = o , 

dans laquelle S = o est l'équation du point-sphère, L = o t 
M = o les équations de deux plans. 

De ce que l'équation (2) doit pouvoir s'identifier avec l'équa- 
tion (1), il résulte que le produit LM ne doit pas renfermer 
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les rectangles des variables ; il est donc de la forme 
** + a V + <*"** + àq+b'y + V% + c, 
ou, ce qui revient au môme, 

Cette quaatifcé devant pouvoir se décomposer en facteur? , il 
faut que d « o et que l'une des trois quantités a, 6, c soit nulle; 
nous adopterons l'hypothèse c = o et nous déduirons des résul- 
tats obtenus, les résultats dans les deux autres hypothèses, 
simplement par symétrie. 

Nous avons donc à identifier l'équation (1) avec l'équation 

(* - X? + (y-t/Y + (z- *)* + *{* - cc)* + %-p)»=o , 

ce qui nous donne 

i = o, 
(3) x' -f aà = o , y' + 6p = o , 

£1 

Des cinq dernières équations on déduit, par l'élimination de 
a , b, a, (3, l'équation 

À l'hypothèse que nous avons adoptée correspond donc une 
ligne focale située dans le plan des xy, homofocale à la section 
principale correspondante et ayant pour sommets les foyers 
(réels ou imaginaires), situés dans ce plan, des sections prin- 
cipales perpendiculaire^. 

Aux deux autres hypothèses correspondent évidemment des 
résultats analogues dans les deux autres plans principaux. 

276. ._ Les deux plans L et M qui correspondent à un foyer 
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sont représentés par les équations 

(x-ct)v/â+(y — P)vfô — o, 
(X — «) v^— (y — P) V^ = o. 

Ils sont perpendiculaires au plan principal dans lequel se 
trouve le foyer, et par suite il en est de même de la directrice 
correspondante au foyer. On aurait pu prévoir ce résultat à 
priori; car ces plans, coupant la surface suivant la même courbe 
qu'une sphère , sont des plans cycliques. 

Des équations des deux plans L et M il résulte que les coordon- 
nées du pied de la directrice sont a et fi et les équations (3) 
nous donnent pour les valeurs de ces coordonnées en fonction 
des coordonnées du foyer 

Théorème I. 

276. — Le plan qui pusse par un foyer et la directrice corres- 
pondante est normal à la ligne focale et coupe la surface suivant 
une conique qui admet ce point pour foyer et cette droite pour 
directrice. 

L'équation de la normale en un point x\ y* de la ligne focale 
située dans le plan des xy est 

( A~C)(a-a/) _ (B-C)(y-y') 

* if 

ou 

(A-Q* t _ (B-C)y 
_ a_— j, B, 

cette équation est évidemment satisfaite par les coordonnées 
a, p du pied de la directrice. 

Ainsi le plan normal à la ligne focale au point F passe par la 
directrice D. Ce plan coupe la surface suivant une conique et le 
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point sphère suivant un point-cercle F qui a avec la conique un 
double contact suivant la droite D. 



Théorème II. 

277. — Le pied de la directrice correspondante à un foyer est le 
pôle, par rapport à la section principale, de la tangente à la ligne 
focale menée par le foyer considère. 

Le point a, (3 a, en effet, pour polaire, par rapport à la section 
principale, la droite représentée par l'équation 

** j- py — w 



Si Ton remplace a et § par leurs valeurs en fonction des 
coordonnées du foyer correspondant, cette équation devient 
r équation de la tangente à la ligne focale en ce point 



xa/ a. tâ 



A — G ' B — G 



= H. 



278. — Examinons maintenant la nature des lignes focales 
dans les différentes surfaces à centre. 

i° Ellipsoïde. Soit A > 6 > G. Dans le plan xy la ligne fo- 
cale est une ellipse intérieure à la surface. 

Dans le plan yz, c'est une 
ellipse imaginaire; enfin, dans 
le plan zx, c'est une hyperbole, 
7T dont les sommets réels sont sur 
l'axe des #, à une distance du 
centre plus" petite que celle des 
Fig 115# sommets de l'ellipse focale dans 

le plan des xy situés sur le même axe. Cette hyperbole focale 
passe par les d ombilics de la surface (fig. u5). 
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2* Hyperboldde à une nappe* — Boit 
C < o et A > B. La ligne focale dans le 
plan des xy est une ellipse extérieure à 
la surface. Dans le plan yz c'est une 
ellipse imaginaire; enfin, dans le plan 
des zx c'est une hyperbole dont les som- 
mets sont sur Taxe des a et qui est inté- 
rieure à la surface (fi g. 1 16). 



Fig. 116. 



3° Hyperbolciïde à deux nappes. — Soit 
C > 0, À* > B 1 . La ligne focale dans le 
plan des xy est une ellipse imaginaire ; dans 
le plan des ys, c'est une ellipse dont les 
sommets sur l'axe des z sont intérieurs à 
fc. surface; enfin, dans le plaQ des zx 
c'est une hyperbole dont les sommets réels 
sont 3ur l'axe des z et plus rapprochés 
du centre que ceux de l'ellipse focale (fig. 
117). 

4° Cane. — Dans le cône les lignes fo- 
cales se réduisent à des systèmes de droites ; 

celles qui sont situées dans le plan du plus grand angle du 

cône, sont seules réelles. 




Fig. 117. 



Théorème m. 



279, Les lignes focales d'un c6ne sont perpendiculaires aux 

plans cycliques $u cane réciproque. 
Si l'équation du cône proposé est en effet 

* f 1 V* 1 z% 
A ^ B^C 

l'équation du cône réciproque sera 

Ax* + By* + Cz*=:o. 
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Or les lignes focales du premier cône situées dans lç plan 
des xy sont représentées par Y équation 



A — G ! B-G 

et les traces des plans cycliques du second, perpendiculaires au 
plan des xy> sont représentées par l'équation 

r 

(À — G)#* + (B — G)y*=o, 

et il est évident que ces équations représentent deux systèmes 
lie droites respectivement perpendiculaires. 

Nous fierons une étude spéciale du cane et de ses lignes fo- 
cales dans un chapitre suivant. 

280. — Lignes focales des surfaces dépourvues de centre. — 
On obtiendra les lignes focales des surfaces dépourvues de 
centre par la même méthode que celles des surfaces à centre, ou 
encore, en les considérant comme limites des surfaces à centre. 

Le paraboloïde elliptique admet deux 
lignes focales paraboliques : celle qui est 
située dans le plan de la parabole prin- 
cipale du plus grand paramètre est in- 
térieure à la surface ; celle qui est si- 
tuée dans l'autre plan principal a ses 
branches infinies dirigées de l'autre 
côté et est en partie Intérieure £ Ja surlace (fig. h 8), 

Le paraboloïde hyperbolique admet 
aussi deux lignes focales paraboliques 
situées dans les deux plans principaux, 
et présentant leurs branches infinies 
dans le mêjne sens que la section 
principale dans le plan de laquelle 
chacune d'elles se trouve (fig. 119). 

y 

Fig. 419. 




Fig. US. 
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281. — Distinction de deux espèces de foyers. — Nous avons 
appelé foyer d'une surface du second degré tout point-sphère 
ayant un double contact avec la surface, ou, ce qui revient au 
même, ayant avec la surface deux sections planes communes. 
Les plans de ces sections peuvent être réels ou imaginaires; de 
là deux espèces de foyers. Nous appellerons foyers de première 
espèce ceux pour lesquels les plans des sections sont réels ; foyers 
de seconde espèce ceux pour lesquels ces plans sont imaginaires. 

282. — Interprétation de V équation S — LM =s o. — Pour 
les foyers de première espèce, les plans L et M étant réels, 
l'équation S — LM = o nous donne immédiatement cette pro- 
position : 

La distance d'un point quelconque d'une surface du second 
degré à un foyer de première espèce, est dans un rapport con- 
stant avec la moyenne proportionnelle des distances de ce point 
aux plans menés par la directrice correspondante, parallèlement 
aux plans cycliques réels de la surface. 

Pour un foyer de seconde espèce, L et M étant imaginaires, 
l'équation ne peut pas être interprétée de la même manière. 
Mais nous avons vu qu'on peut la mettre sous la forme 

S = a(x— a)* + é(y — p)« «o. 

Si l'on cherche la distance, comptée parallèlement à un plan 
z = ma?, d'un point x\ y\ si à une droite 

c'est-à-dire la distance I du point xf, y', rf au point où la droite 
considérée est rencontrée par le plan parallèle à z = mx mené 
par le point x\ y', z' on a 
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Dans le cas qui nous occupe a et 6 sont tous deux positifs; 
si a est plus grand que b, on peut poser 1 + m* = 7 , et l'équa- 



6 



quation de la surface devient 



ainsi le rapport des distances est constant. 

Le plan z = mx est un des plans cycliques réels ; mais il est 
facile de le démontrer géométriquement. 

Si Ton considère tous les points de la surface situés sur un 
plan parallèle au plan z = mx, l'extrémité de la droite qui 
mesure, parallèlement au plan z = mx, leur distance à la di- 
rectrice, est la même pour tous, par conséquent tous les points 
de la surface situés dans ce plan sont tels que leur distance au 
foyer est dans un rapport constant à leur distance à un point 
fixe de la directrice ; et, comme le lieu des points dont les 
distances à deux points fixes sont dans un rapport constant 
est une sphère, le plan considéré coupe la surface suivant un 
cercle. Ainsi 

Dans une surface du second degré la distance d'un point quel- 
conque à un foyer de seconde espèce est proportionnelle à la dis- 
tance de ce point à la directrice, cette distance étant comptée pa- 
rallèlement à Vun des plans cycliques réels de la surface. 

Le rapport constant de la distance d'un point au foyer et à la 
directrice a été appelé le module de la surface. De là l'expres- 
sion de foyers modulaires qu'on donne aux foyers de seconde 
espèce. 

Le raisonnement qui nous a servi à montrer que le plan 
z = mx est parallèle à un plan cyclique est en défaut quand 
le module est égal à 1. Au lieu d'une sphère on a alors en 
effet un plan , par conséquent chaque plan parallèle au plan 
% = mx coupe la surface suivant une droite. La surface est 
donc un paraboloïde hyperbolique, Il est du reste facile de voir 



270 LIVRE IV. — CHAP. IV. 

que le caractère distinctif du paraboloïde hyperbolique est 
d'avoir un module égal à 1. 

Théorème IV. 

283. — Les lignes focales d'une surface du second degré 
forment le lieu des sommets des cônes de révolution circonscrits à 
la surface. 

Eu effet, si un cône de révolution est circonscrit à une sur- 
face du second degré, son sommet peut être considéré comme 
un point-sphère auquel le cône est aussi circonscrit et comme 
deux surfaces enveloppées par le même cône sont doublement 
tangentes, le sommet du cône est un foyer de la surface* 

Réciproquement, lorsque deux surfaces sont doublement tan- 
gentes, elles sont enveloppées toutes deux par deux cônes, qui 
sont de révolution, si l'une des surfaces est une sphère; si la 
sphère se réduit à un point, les deux cônes se réduisent évi- 
demment à un seul dont le sommet est ce point et qui est 
encore de révolution; ainsi tous les cônes de révolution, cir- 
conscrits à la surface ont leur sommet en un point des lignes 
focales, et réciproquement tout cône circonscrit à la surface 
ayant son sommet en un point des clignes focales est de révo- 
lution. Les lignes focales sont donc le lieu des sommets des 
cônes de révolution circonscrits à la surface* 



CHAPITRE V. 



Surfaces homofooales, 



284. — On appelle surfaces homo focales des surfaces ayant 
mêmes lignes focales. II résulte de cette définition que les sur- 
faces hoinofocales ont mêmes directions d'axes, et qiie la diffé- 
rence dé carrés de leurs axes de même direction est constante. 

Nous rapporterons les surfaces hdmofocales à leurs axes com- 
muns et notis représenterons par 

$ % y* z* 

l'équation de la première Surface, a*, 6% c f pbuvâiit être néga- 
tifs Nous représenterons atissi par ô' f , 6*, c" les carrés des 
axes d'une surface homofocale, ces quantités pouvant aussi être 
négatives. De sorte qu'on a 

a* — a'* = 6* — V* = c» — <f*. 
Problème. 

285. — TVouwr te» surfaces hothôfocûles à une surface donnée 
et passant pàt un point donné. 

Soit 

X * _L }£. A- Z% — 

7 + > + ?^ f * 
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l'équation de la surface donnée. L'équation générale d'une sur- 
face homofocale est 






En exprimant que cette surface passe par le point x\ y\ s', on 
a, pour déterminer X, l'équation du troisième degré 



a* — X^ô'— X^c 1 — X 



= i. 



Cette équation a toutes ses racines réelles et inégales, car si 
on suppose que a% &*, c* soient dans l'ordre de grandeur crois- 
sante, on voit immédiatement sur l'équation qu'il y a une ra- 
cine comprise entre — <*> et a* — e, une autre entre a* + e et 
6* — e, et enfin une troisième entre 6* + e et c f — e. 

Il y a donc trois surfaces homofocales passant par un point 
donné, et il est facile de voir que l'une est un ellipsoïde, la 
seconde un hyperboloïde à une nappe, la troisième une hyperbo- 
loïde à deux nappes. Si tf = o, l'une des racines de l'équation en 
\ devient \ = c* et la surface homofocale correspondante est 



»« 



= o. 



Ainsi quand le point x\ y\ z' est dans l'un des plans prin- 
cipaux de la surface proposée, ce plan est l'une des trois sur- 
faces homofocales passant par ce point. Si l'on fait tendre z' 
vers o, on voit que l'une des trois surfaces s'aplatit de plus 
en plus sur le plan a?y, son contour apparent sur ce plan 
s' approchant de plus en plus de la ligne focale située dans ce 
plan, de sorte que la limite des plans tangents menés par une 
droite extérieure se compose des plans que Ton peut mener par 
cette droite tangentiellement à la ligne focale, 
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286. — Expressions des coordonnées d'un point en fonction des 
axes des surfaces homofocales passant par ce point. — Pour ré- 
soudre simplement cette question, nous prendrons pour inconnue 
dans le problème précédent Taxe des x de la surface cherchée. Si 
l'on pose 6* — a*=k*iC* — aï^h*,!? et h* pouvant être négatifs, 
les axes des x des surfaces homofocales passant par le point 
x\ y', x! seront donnés par l'équation du troisième degré en a r * 

* i y" , «" - , 

a" T à* + k* "•" a* + A* ~ ' 
OU 

(i) a '«+ a '* (** + ** — £* — y" — z' 1 ) 

+ «'• [A'A* — (A* + k*) if* — A V» — *»z"] — AU- V* = o. 

De là on déduit, en désignant par ci, a", a'" les trois axes des 
x des surfaces cherchées 



«"«'"a"" 



et par symétrie 



(6«— a«)(c J — ««)' 



* — ( C «_6«)(a*_ô»y 



8'* = 



CW"* 



(a*— «»)(*• — c*)* 



287. — De l'équation (i) on déduit encore 

a" +a"* + a"* = x" + y" -f z'« — A* — k*, 

d'où 

*'* -f. y* + z'* = a" 4- A" s + c"", 

ce qui exprime que le carré de la distance d'un point au centre 
est égal à la somme des carrés de trois des axes des surfaces 
homofocales passant par ce point, ces axes appartenant aux trois 

18 
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surfaces et étant dirigées suivant les trois axes de la surface 
proposée. 

On peut, comme exercice de calcul, se proposer de déduire 
la relation précédente des valeurs de a>", j/'% z'* trouvées dans le 
numéro précédent. 

Théorème I. 

288. — Deux surfaces homofocales se coupent mutuellement à 
angle droit. 

Soient 

x* y* z 2 

d r * + V i + 7 t '~ l ' 
a"* ^ b'" "^ c"* 

deux surfaces homofocales qui se coupent, x\ y\ z' un de leurs 
point d'intersections, lés normales aux surfaces en ce point 
font avec les axes des angles dont les cosinus sont 



P -a- 


P b <*> 




P a!'*' 


p»lL 
P b »x> 





p', p" étant les distances de l'origine aux plans tangents aux 
deux surfaces. L'angle <p des deux normales est donné par la 
formule 

Or si on retranche membre à membre les équations des deux 
surfaces, en remarquant que 

a »t _ tf t _ g* _ #* — c »t _ c >* 9 
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il vient 



On a donc cosy = o. 



Théorème II. 



280. — La section diamétrale parallèle au plan tangent en un 
point d'une surface du second degré a ses axes parallèles aux nor- 
males aux deux surfaces homofocales à la proposée qui passent 
par ce point. 

Ces deux normales sont en effet rectangulaires et parallèles 
au plan de la section ; il reste à voir que les cosinus de leurs 
directions vérifient la relation qui existe entre les cosinus de 
deux diamètres conjugués, c'est-à-dire que Ton a 

Mais les trois surfaces qui passent par le point x\ y\ *' étant 
homofocales, on a 

«V* ^ M* ^ c*c'* 
x'* y* s" _ 

a* a"* + Vb'"* + cV 1 ~ °' 

Retranchant membre à membre, il vient 

Ce qui démontre la proposition. 

290. — Longueur des axes de la section. Si Ton désigne par 
a, (ï, y les angles que fait avec les axes un rayon vecteur de la 
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surface et par o sa longueur, l'équation de la surface peut 
s'écrire 

i __ cos 1 » cos'p cos'y 

Les axes cherchés sont les rayons vecteurs de la surface qui font 
avec les axes coordonnés des angles dont les cosinus sont 

x' v' a' 

a"* ' ^ 6 //f ' " c"* " 

On a donc pour la longueur du premier axe 






Mais nous avons 



'a" y" z" _ 

1-î! -u £ 4- £ 

p' 1 — et" "*" 6'* "* c'* 



En retranchant , il vient 



aV* "^ 6*6'* "*" cV* ~~ p"(a* — «") ' 
Par conséquent la valeur du premier axe est 



P '« = o' — a'*, 



celle du second est de même 



p"' = o I — a"*. 
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291, — - Si Ton désigne par p la distance de l'origine au plan 
tangent à la surface proposée au point x\ y', z\ on a, d'a- 
près le second théorème d'Apollonius, 

pp'p" = abc', 
donc 



p- = 



(a' f — a*) (a" — a 1 )' 



Considérons maintenant une surface du second degré 






a 



et appelons a', a", a'", 6', 6", 6'", c', c", c'" les axes des trois sur- 
faces homofocales qui passent par un point quelconque x\ \j, z\ 
et p', p", p"' les distances de l'origine aux plans tangents à ces 
trois surfaces, on a 



P s 



P = 



pn 



(a'* — a'"*^"* — a'"*)' 



On remarque de suite l'analogie qui existe entre ces valeurs 
de p',p",p'" et les valeurs données précédemment pour a', y', s' 
(n Q 286). On peut interpréter cette analogie de la manière sui- 
vante: Si l'on prenait pour axes coordonnés les normales à 
trois surfaces homofocales en leur point de rencontre, p', p", p'" 
seraient les coordonnées du centre de ces surfaces. La symétrie 
observée montre qu'il y a trois surfaces homofocales entre 
elles, ayant pour directions d'axes les normales aux premières 
surfaces homofocales considérées, passant par le centre de ces 
surfaces et tangentes à leurs plans principaux ; les carrés des 



278 UTBE I¥. — • CHAP. Y. 

axes de la surface tangente à yz sont a", a"*» a" 7î ; ceux de la 
surface tangente à zx 9 b'\ b"\ b m \ enfin ceux de la surface 
tangente à xy> c n , c"% c"". 

De plus, d'après le numéro précédent, si par le point x\y',z' on 
mène un plan parallèle au plan xy, il déterminera dans la sur- 
face qui est tangente à ce plan une section, dont les axes sont 
parallèles à ox et oy; les carrés de ces axes sont c* — a 2 , c* — 6*; 
ce plan coupe donc la surface suivant une courbe plane égale 
et parallèle à la conjuguée de la ligne focale dans le plan xy. 
(Nous appelons ici lignes conjuguées des courbes ayant mêmes 
directions d'axes et dont les carrés des axes sont égaux et de 
signes contraires.) 

Problème II. 

292. — Trouver U lieu du pôle Sun plan donné par rapport à 
un système de surfaces homofocales. 

Soit 

Ax + By + Gz~i 

le plan donné, Ç, ti, Ç les coordonnées de son pôle qu'on ob- 
tiendra en identifiant l'équation précédente avec F équation 

Cette identification donne 



û 2 — X ' 6*-X ' c 1 



= C. 



Si Ton élimine \ entre ces équations, il vient pour les équations 
du lieu 

Le lieu est donc une droite perpendiculaire au plan. 
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Il résulte de là que le lieu du pôle d'un plan tangent à une 
surface du second degré par rapport aux surfaces homo focales 
est la normale au point de contact. 

Le problème précédent donne aussi immédiatement la solu- 
tion de cette question : Trouver les surfaces homofoçales à une 
surface donnée, et tangentes à un plan donné, car il permet de dé- 
terminer le point de contact. 

Théorème m. 

203. — Les axes d'un cône circonscrit à une surface sont 
les normales aux trois surfaces homofoçales passant par son 
sommet. 

Il résulte, en effet, de la remarque faite dans le dernier nu- 
méro, que le trièdre formé par ces trois normales est réci- 
proque par rapport à la surface proposée, et par suite par rap- 
port au cône; car il a son sommet au sommet du cône et les 
trois points où ses arêtes rencontrent le plan de contact du cône 
forment un triangle réciproque par rapport à la courbe de con- 
tact. Les arêtes de ce trièdre forment donc un système de dia- 
mètres conjugués du cône, et comme le trièdre est trirectangle, 
ses arêtes sont les axes du cône. 

Si la surface donnée s'aplatit de plus en plus, en restant ho* 
mofocale à elle-même, le cône circonscrit tendra vers le cône 
focal, c'est-à-dire vers le cône ayant pour base la ligne focale 
dans le plan avec lequel la surface tend à se confondre ; il en 
résulte que le plan tangent à une surface est un des plans prin- 
cipaux du cône focal correspondant, et par conséquent les plans 
menés par une tangente à une surface tangentiellement au cùne 
focal du point de contact, font des angles égaux avec le plan tan» 
gent à la surface. 

Cette propriété est analogue à celle des rayons vecteurs des 
foyers dans les courbes du second degré. 

Si la surface proposée devient un cône, on a cette propo- 
sition ; 
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Les plans qui passent par les deux lignes focales d'un cône et 
par une même génératrice font des angles égaux avec le plan tan- 
gent au cône le long de cette génératrice. 

294* — Équation du cône circonscrit rapporté à ses axes. — 
Soient a, (3, y les angles que fait avec les axes du cône une 
normale quelconque à ce cône. La somme des carrés des pro- 
jections des axes d'une des trois surfaces homofocales ayant 
pour centre le sommet du cône et passant par le centre de la 
surface à laquelle le cône est circonscrit, est égale à la somme 
des carrés des projections de trois quelconques des diamètres 
conjugués de cette surface. Prenons par exemple celle des Irois 
surfaces qui a pour axes a', a", ci". La somme Hes carrés des 
projections des axes de cette surface sur la normale au cône 
est 

rf'cos'a + a" f cos*p 4- a^cos*? , 

et cette quantité est égale à la somme des carrés des projec- 
tions de trois diamètres conjugués quelconques de la surface. 
Or nous connaissons un système de diamètres conjugués de cette 
surface, celui qui est formé par le rayon vecteur mené du som- 
met du cône au centre de la surface à laquelle le cône est cir- 
conscrit, et par deux droites égales et parallèles aux axes de la 
courbe conjuguée à la ligne focale de cette surface dans le plan 
yz. La quantité écrite plus haut est donc égale à la somme des 
carrés des projections de ces trois droites sur la normale au 
cône. Mais les projections de chacune de ces trois droites ne 
changent pas, lorsqu'on déplace le sommet du cône dans le 
plan tangent perpendiculaire à la normale considérée. Nous 
pouvons donc, pour évaluer la quantité précédente, supposer le 
sommet du cône sur la surface primitive, ce qui réduit le cône 
à un plan ; alors a" devient a\ cos* a devient î , et les autres 
cosinus o. Par conséquent on a la relation 

a' 2 cos* + a" 8 cos*p + a'^cos'r = a 2 , 
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que Ton peut encore écrire 

(û'« _ a»)cos J a + {a" 1 — a*)cos s p + [a wt — û*)cos»y = o. ' 

Comme a, (3, y sont les angles d'une normale quelconque au 
cône circonscrit proposé, avec les directions de ses axes, l'é- 
quation du cône réciproque rapportée aux mêmes axes est 

(a'* _ a i) x * + ( a "« _ a % )y t + ( a '"« — a r ) z % = o 9 

et par conséquent l'équation du cône circonscrit lui-même, 
rapporté à ses axes , est 

s' . y' i_ j£ 

a'« — a' "*" a" 1 — a* "^ a**— a' ~" ° # 



Théorème IV. 

205. — Les cônes ayant pour sommet un point fixe et circon- 
scrits à une série de surfaces homofocales sont homo focaux, et 
leurs lignes focales sont situées sur les surfaces homofocales qui 
passent par le sommet. 

Il est d'abord évident que tous les cônes considérés ont 
mêmes directions d'axes, puisque ce sont les directions des 
normales aux trois surfaces homofocales passant par le sommet. 
L'équation de ces cônes, rapportés à leurs axes, montre de 
plus que la différence des carrés de leurs axes est constante. 
Tous les cônes considérés sont donc homofocaux ; si l'on prend 
les axes des cônes pour axes, des coordonnées, le système des 
deux droites focales situées dans le plan xy est représenté par 
l'équation 

x % y* 

Le plan, mené par le centre des surfaces homofocales, pa- 
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rallèlement au plan asy, coupe Tune des surfaces homofocales 
qui passe par le sommet du cône, suivant la conique (n° 290) 

, xt 1 _£_-,. 

1 a "« _ a '* T a m% _ a »t x > 

la section par le plan parallèle mené par l'origine, a pour équa- 
tion 

** « y % 

r , + — rr=0, 



ar* — a'* ' a m% — a" % 



ce qui démontre la seconde partie de la proposition. 

296. — Surfaces homofocales tangentes à une droite. Soit A 
un point de cette droite ; prenons pour axes des coordonnées 
les normales aux surfaces homofocales passant par ce point , et 
soient a', a", a 1 " les axes de ces surfaces parallèles àl'axea de la 
surface cherchée. La surface cherchée étant tangente à la droite 
donnée, en un certain point M , cette droite est une génératrice 
du cône ayant pour sommet le point A et circonscrit à cette 
surface ; si doiïc a, p, y sont les angles de la droite avec les 
axes que nous avons choisis, on aura (n° 294) 

COS*a C0S*P COS*Y 



a" — a* ' u* — a* a* — a 1 



Cette équation étant du second degré en a% il y a deux surfaces 
homofocales tangentes à la droite donnée. Soient a t i et a* s les 
racines, on verra aisément que les deux cônes 

a'* — a\ + <FTZ^r+ ^n_ a * % — °> 

x* , y % \ z * 



a 9 — a 9 s a"~-a m t a ~ , 



se coupent à angle droit. Ainsi, 
On peut mener deux surfaces homofocales tangentes à une 
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droite, et les deux plans tangents au point de contact sont rec- 
tangulaires. 

On peut encore énoncer cette proposition de la manière sui- 
vante : 

Les cônes circonscrits à deux surfaces homofocales et ayant 
même sommet se coupent à angle droit 

Nous donnerons maintenant un exemple de l'emploi de la 
théorie précédente. 

Problème III. 

297. — Irouver le lieu du sommet d'un trièdre trirectangle 
dont les arêtes sont tangentes à une surface du second degré. 

Prenons pour axes des coordonnées les axes de la surface 
donnée S 

F + F + ?- 1 ' 

et soient a?, y, z les coordonnées d'un point M du lieu. Appe- 
lons a, (3, y l es angles que fait une des tangentes à la surface 
avec les axes du cône circonscrit ayant pour sommet le point M ; 
a', (î\ y' les angles que fait la seconde arête du trièdre avec 
les mêmes axes, a", (3", y" les angles de la troisième. Ces trois 
droites étant sur le cône circonscrit, on a, en appelant a\ a"„ 
a 1 " les axes parallèles à l'axe a de la surface S, des surfaces 
homofocales passant par le point M 

cos'a cos*p cos'y 

et* — a* + a"* — a* + 'âr r ^â t ~ °' 

cosV cos'jï' cosY __ 

a'* — à* + a"* — a* + a mt — a* ~~ °* 

cosV , cos*ft" . cosV 
a" — a 2 ^ a" 1 — a 1 ^ a"" — a* ' 

d'où, en ajoutant 

a' 1 — a» ^ a"*~ a %mt a"* — a* ~ °* 
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Mais les quantités a'* — a% a'" — a% a m — a* sont les trois ra- 
cines de l'équation 

x* v* z* 

ou 

X«+ X*(** + y* + z* — a*— 6' - c s ) 

La somme des inverses des racines dé cette équation est égale 
au coefficient de X divisé par P; on a donc pour l'équation du 
lieu cherché 

298. — Des points correspondants. Si a, 6, c, a\ V 9 c' sont 
les axes de deux surfaces homofocales, deux points x, y, z, 
x\ y', z' de ces surfaces sont dits correspondants lorsque 

x x' y y' z s' 

a~~a" b~~~b" c"~?* 

A un point dune surface correspondent sur les surfaces ho- 
mofocales de même espèce les points situés sur l'intersection des 
deux autres surfaces homofocales passant par ce point; car 
on a 

X* s— 



( a *—b*)[a*—c*y 

x'* 
et -Tj reste par suite constant tant que a"% a'"* restent constants, 

c'est-à-dire quand on se déplace le long de l'intersection des 
deux surfaces a" et a"'. 



Théorème \. 



299. — La somme des carrés des distances au centre de deux 
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points situés sur deux ellipsoïdes homofocaux est égale à la somme 
des carrés des distances au centre des deux points correspondants. 
Appelons m et m' les distances du centre à deux points cor- 
respondants M et M' des deux ellipsoïdes, nous aurons 

m'* — m* = x' s — x*+tf % — y , + z ,î — z^d*— à*. 

Appelons n et n' les distances du centre à deux points cor- 
respondants N et N', nous aurons de même 

n*— -rf^a'* — a 1 ; 
on en déduit 



Théorème VI. 



300. La distance de deux points situés sur deux ellipsoïdes 
homofocaux est égale à la distance des points correspondants. 

Si Ton désigne par a?, y, z les coordonnées du point M, et 
par <r t , y,, z i celles du point N, on a 



MN 



= m+n _,(_ + _ + _}, 

M'N =rri t +n* — a f -^ + j +-7-7- 

On en conclut que les distances MN' et M' N sont égales. 

Ce théorème , dû à Ivory, sert dans la solution du problème 
de l'attraction des ellipsoïdes. 



CHAPITRE VI. 



Odne et ellipse spHérique. 



301. — Tout cône de Tordre m peut être considéré comme 
un cône ayant pour base une courbe plane de Tordre m ; il en 
résulte que les propriétés descriptives des lignes planes algé- 
briques, où Ton ne fait intervenir que des points et des droites, 
se transforment en propriétés du cône ; les points et les droites 
sont remplacés par des droites et des plans passant au som- 
met du cône, et vice versa. Ainsi, par exemples, les théorèmes 
des hexagones inscrits et circonscrits, des polygones pivotants,... 
dans les courbes du second degré, donnent des propriétés ana- 
logues dans les cônes du second degré. 

Imaginons une sphère ayant son sommet au centre du cône; 
le cône tracera une courbe sur la surface de la sphère; les 
droites et les plans menées par le sommet détermineront des 
points et des arcs de grand cercle. La figure ainsi formée, per- 
spective sur la sphère de la figure plane, est d'un emploi com- 
mode pour exprimer les propriétés des cônes. Deux courbes 
quelconques tracées sur la sphère, se coupent sous le même 
angle que les cônes qui ont ces courbes pour bases. On cône du se- 
cond degré trace sur la sphère deux courbes fermées symétriques 
et égales dont Tensemble a reçu le nom de conique sphérique; 
chacune d'elles considérée isolément s'appelle ellipse sphérique. 

La conique sphérique admet trois axes de symétrie, qui sont 
les intersections de la sphère par les plans principaux du cône ; 
elle admet aussi six centres, qui sont les points où la sphère 
est rencontrée par les axes. Chaque ellipse sphérique admet un 
centre intérieur qui est l'extrémité de Taxe intérieur au cône; 
elle admet aussi deux axes de symétrie rectangulaire qui sont 
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les intersections de la sphère par les plans principaux du cône 
passant par l'axe intérieur. 

302. — Pôles et polaires sphèriques. — Le rapport anhar- 
monique de quatre points en ligne droite dans le plan, étant 
égal au rapport anharmonique du faisceau des quatre droites, 
est aussi égal au rapport anharmonique des points sur la sphère, 
si Ton prend dans l'évaluation de ce rapport les sinus des arcs 
et non ces arcs eux-mêmes. A quatre points conjugués harmo- 
niques dans le plan, correspondront quatre points conjugués 
harmoniques sur la sphère. Par suite, la polaire d'un point par 
rapport à la base du cône étant une droite, la polaire d'un point 
par rapport à une ellipse sphérique sera un grand cercle. 

On pourra donc, en prenant pour directrice une ellipse sphé- 
rique construire sur la sphère des courbes polaires réciproques, 
et chaque théorème donnera naissance à un théorème corrélatif. 

Il existe sur la sphère un autre mode de transformation des 
figures fréquemment employé et intéressant en lui-même, parce 
que c'est le premier exemple de la dualité des propriétés de 
l'étendue. C'est le mode de transformation étudié en géomé- 
trie sphérique, dans lequel on fait correspondre à un triangle 
le triangle supplémentaire. Yoici comment on peut déduire ce 
mode particulier de la transformation par les polaires réci- 
proques dans l'espace. 

Considérons une sphère de rayon r; un point placé sur le 
rayon OM, à une distance d du centre, a pour plan polaire un 
plan perpendiculaire à OM et à une distance du centre égale 

r* 

à — . Comme cette distance tend vers o en même temps que r, 

les plans polaires des divers points de la droite OM , par rap- 
port à une sphère de rayon infiniment petit, coïncident avec le 
plan mené par le point perpendiculairement à OM; on peut 
donc regarder ce plan comme étant le plan polaire de la 
droite OM. Par suite, si on a une figure formée de droites et 
de plans passant par le même point 0, on obtiendra la figure 
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corrélative en menant des plans et des droites perpendiculaires 
aux droites et aux plans de la première figure. Sur la sphère, on 
substituera à un grand cercle son pôle, et réciproquement. 
Dans ce système, à un cône du second degré, correspond le 
cône supplémentaire. 

Une propriété remarquable de ce mode de corrélation sur la 
sphère, est exprimée par la formule 

S -{- L = 4 y 

dans laquelle S désigne l'aire sphérique comprise dans une ligne 
fermée quelconque, aire rapportée au triangle sphérique tri- 
rectangle comme unité, L le contour de la figure supplémen- 
taire, mesuré avec le quadrant pour unité. 

En effet, Taire d'un polygone sphérique de n cotés, dont 
A, B, G... sont les angles, est 

S= A + B-f C — a(n — a). 

Les côtés a* 6, c,... du polygone corrélatif sont supplémentaires 
des angles du premier ; 

a = a — A, 6 = 2 — B, <? = a — C... 

En ajoutant membre à membre, on trouve S + L = 4. 

303. — Foyer* de F ellipse sphérique. — Nous avons vu, dans 

la théorie des lignes focales, que 
les lignes focales du cône se com- 
posent de deux droites situées 
dans le plan du plus grand angle 
du cône, passant par son sommet, 
intérieures à la surface et symé- 
triques par rapport aux plans prin- 
Fîg. 120. cipaux. Soient OA etOB (fig. 120) 

les génératrices du plus grand angle du cône, que nous suppo- 
sons être dans le plan zx, OM et OM' les deux lignes focales. 
A un foyer quelconque F correspond une directrice GE perpen- 
diculaire au plan zx, et située dans le plan mené par le point F 
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perpendiculairement à la ligne focale (n° 276); de plus les 
quatre points E, F, G, D forment une proportion harmonique 
(h° 277). De là il résulte que le lieu des directrices qui corres- 
pondent aux foyers situés sur OM est un plan perpendiculaire 
à zx dont la trace 01 est conjuguée harmonique de OM par rap- 
port à l'angle BOA. Ce plan est dit le plan directeur corres- 
pondant à la ligne focale OM. A la droite OM' correspond de 
même un plan directeur 01' symétrique du. précédent 

Il y a donc dans l'ellipse sphérique deux foyers situés sur le 
grand axe; à chacun d'eux correspond une directrice, arc de 
grand cercle perpendiculaire au grand axe. 

Théorème I* 

304. — Le rapport des sinus des distances tfun point d'une 
ellipse sphérique à un foyer et à la directrice correspondante est 
constant* 

Nous savons que le plan mené par le foyer F et la directrice 
EG est perpendiculaire à la ligne focale OM, et coupe le cône 
suivant une ellipse dont F est un foyer et EG la directrice. 
Si P est un point de cette ellipse, on a donc 

PF 

— — zzz. constante. 

PQ 

Mais si l'on désigne par a et fi les angles de la génératrice OP 
avec OF et le plan directeur, par y l'angle du plan de l'ellipse 
et du plan directeur, par l la distance 0P 9 on a 

PF = /sin«, PQ = -: — -. 

sin-y 

,. sin a 

Donc ■ . = constante, 

sinp 

puisque y est un angle constant. De là résulte le théorème 

énoncé, 

19 
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Pour avoir le théorème corrélatif dans la transformation par 
les figures supplémentaires, il faut remarquer que les lignes 
focales d'un cône étant perpendiculaires aux plans cycliques du 
Côûe réciproque (n # 379), les foyers se transformeront en arcs 
cycliques; on peut donc énoncer ainsi le théorème corrélatif* 4 

Étant donna un point de la sphère et un grand cercle, si un 
autre grand cerclé se meut de manière que le sinus de V angle qu'il 
fait avec le plan fixe soit au sinus de Varc perpendiculaire mené 
par le point fixe dan$ un rapport constant > U cercle mobile enr- 
teloppe une ellipse sphèrique, dont le cercle fisse est l'un des ara 
cycliques. 

Thèorèmfe II. 

305. — La somme des rayons vecteurs qui joignent un point 
quelconque d'une ellipse sphèrique à see deum foyers intérieure est 
constante* 

Pour démontrer cette proposition, cherchons l'équation du 
plan directeur correspondant à une ligne focale* Ce plan étant 
perpendiculaire à m, son équation est celle de sa trace sut 
le plan zx\ c'est l'équation de la droite qui fait avec la ligne 
focale et les côtés du plus grand angle du cône un faisceau 
harmonique. Soit le cône 

Les lignes focales OM et ON ont pour équations j 

(È * 



les plans directeurs 01 et 01' 

xsja'—b* &^c* + b* 

~ ■■ ■■ ' —j.« • 

a c 

Prenons sur une génératrice quelconque du cône un point à une 
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distance 1 de l'origine; les coordonnées x, j/, z de ce point 
sont égales aux cosinus des angles que fait la génératrice avec 
les axes. Les angles ta et to' de la génératrice avec les deux li- 
gnes focales sont données par les formules 

x y û* — i* -f- z v c* + b % ) 9 
' cos <o'=5s À (— x v^o*— 6" -f * ^c*4- 6 1 ) ; 

À étant une constante. 

De plus, d'après le théorème précédant, le sinus de l'angle 
que fait une génératrice avec une ligne focale est propor- 
tionnel au sinus de l'angle qu'elle fait avec le plan directeur; 
on a donc 

De ces expressions» m déduit 

ë 

Mais le point x,y,z étant à une distance de l'origine égale 
à 1 et sur le cône, on a 







a?f + y , +2 t =i, 






x % 
-- + 


1 — X* — z 8 z 1 
6* *~ ç* " 


= 0, 




a" 


-* t ) + ^(* , + = 


= 1. 


Donc 










sin (w -j- <o 


') = aÀB(a f -f c f ) = 


constante, 


et par suite aussi 










o) -j- u) r = coûtante, 
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Théorème corrélatif. 



La somme des angles que fait une tangente quelconque à une 
ellipse sphèrique avec les deux arcs cycliques est constante. 
Ce qui peut encore s'énoncer ainsi : 

Une ellipse sphèrique est Venveloppe de la base d'un triangle 
dont deux côtés sont fixes* et faire constante; les deux cutis fixes 
sont les arcs cycliques de f ellipse. 

Théorème 10. 

306* — La tangente à l'ellipse sphèrique fait des angles égaux 
avec le& rayons vecteurs du point de contact. 

Nous avons déjà démontré cette proposition dans le chapitre 
précédent; mais on peut la déduire du théorème II par des 
considérations analogues à celles que Ton a employées pour dé- 
montrer la même proposition dans l'ellipse plane. 

Théorème corrélatif. 

Les portions d'une tangente à T ellipse sphèrique comprise entre 
le point de contact et les deux arcs cycliques sont égales. 

Ou bien encore 

Le côté mobile du triangle d'aire constante qui enveloppe une 
ellipse > touche cette courbe en son milieu. 

Nous laisserons . encore au lecteur le soin de démontrer les 
deux théorèmes suivants, par des considérations géométriques 
analogues à celles que Ton emploie pour les propositions cor- 
respondantes dans l'ellipse plane. 

I. — Les deux tangentes que Von peut mener d'un point à une 
ellipse sphèrique font des angles égaux avec les rayons vecteurs 
qui joignent ce point aux deux foyers. 

II. — Le rayon vecteur mené d'un foyer à un point quelconque , 
partage en deux parties égales, V angle des rayons vecteurs menés 
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du même foyer aux points de contact des tangentes à V ellipse 
menées par ce point. 

Les figures supplémentaires nous donnent, pour les théo- 
rèmes corrélatifs : 

I. — Si Von mène un grand cercle sécant quelconque, les por- 
tions de ce grqnd cercle comprises entre Y ellipse sphérique et les 
deux arcs cycliques sont égales. 

IL — Si par deux points d'un arc cyclique on mène des tan- 
gentes à une ellipse sphérique, la corde de contact divise cet arc 
cyclique en deux parties égales. 

Théorème TV. 

307» — Le produit des sinus des perpendiculaires menées d'un 
point d'une ellipse sphérique sur les deux arcs cycliques, est con- 
stant. 

Si Ton désigne en effet par a= o, [1= o les équations des plans 
cycliques, l'équation du cône peut s'écrire 

x% + y* + z * = * a P- 

Mais si x, y, z est un point de l'ellipse sphérique, a et p re- 
présentent des facteurs constants près les sinus des distances de 
ce point aux arcs cycliques, x* + y* + z* = r* le carré du rayon 
de la sphère, le théorème énoncé n'.est donc que l'interprétation 
de l' équation précédente. 
On peut encore énoncer ce théorème de la manière suivante : 
Si un triangle a une base fixe et que le produit des cosinus des 
deux autres côtés soit constant, le lieu du sommet du triangle est 
une ellipse sphérique, dont les arcs cycliques ont pour pôles les 
extrémités fixes de la base du triangle» 

Théorème corrélatif. 

Le produit des sinus des perpendiculaires menées des deux 
foyers sur une tangente à V ellipse sphérique est constant. 

308. — En interprétant comme dans le numéro précédent les 
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différentes formes de l'équation du cône, on sera conduit à des 
théorèmes sur l'ellipse sphérique. Ainsi, a, p, y f S représentant 
Içs plans d'un quadrilatère inscrit dans une ellipse sphérique, 
l'équation du cône peut se mettre sous la forme 

ce qui montre que le produit des sinus des distances d'un point 
de l'ellipse à deux côtés opposés d'un quadrilatère inscrit est 
dans un rapport constant avec le produit des sinus des dis- 
tances aux deux autres côtés. 

Si a et p représentent les plans de deux tangentes à une el- 
lipse sphérique, y le plan de la corde de contact, l'équation du 
cône peut se mettre sous la forme 

Donc, la moyenne géométrique des sinus des distances d'un 
point d'une ellipse à deux tangentes fixes, est proportionnelle à 
la distance de ce point à la corde de contact. 

Théorème V. 

ê 

309. — Les quatre points où les deux arcs cycliques sont ren- 
contrés par deux tangentes sont sur un même petit cercle. 

Soient en effet L = o, M = o les plans des deux tangentes, 
R = o le plan de la corde de contact. L'équation du cône est 
de la forme LM = R*, nous avons aussi vu qu'elle est de la 
forme 

a et (3 représentant ces plans cycliques ; ces deux équations doi- 
vent être identiques. Donc on a identiquement, en supposant 
qu'on a multiplié les deux membres de la première de ces équa- 
tions par un facteur convenable, facteur que nous supposerons 
entrer dans L et R, 

**+ y » 4. v _ r«» «p ^ ut. 
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Comme l'équation a(J — LM = o représente Sur la sphère une 
courbe passant par les quatre points considérés et que l'équation 
# f + y* + ** — R* = o, qui lui est identique, représente sur là 
sphère un petit cercle dont le plan est parallèle à R, ou, ce qui 
revient au même, ayant même pôle que R, on voitjque les quatre 
points considérés sont sur un même petit cercle ayant même pôle 
que la corde de contact. 



Théorème corrélatif. 

Le quadrilatère ayant pour cutis les rayons vecteurs menés 
des foyers à deux points de l'ellipse sphérique, est circonscriptible 
à un petit cercle. 

MÛ. — Coordonnées sur la sphère. On détermine générale- 
ment la position d'un point sur la sphère à l'aide de deux 
coordonnées que l'on nomme longitude et latitude ; mais dans 
beaucoup de cas, ce système n'est pas le plus commode. 

Un rayon OM est déterminé lorsqu'on 

x u 

connaît les rapports £ = - > *ï = - 

entre les coordonnées rectilignes or- 
thogonales d'un quelconque de ses 
points. Nous appelons ces rapports 
coordonnées du rayon ou coordonnées 

du point M où le rayon perce la sphère. Projetons le rayon OM 

sur les deux plans zox, zoy ; on a 

- =s tangCQ; ï = tangCP. 

Ainsi, dans ce système, les coordonnées Ç, i\ d'un point M 

sont les tangentes des arcs CQ , CP interceptés sur deux cercles 

rectangulaires fixes par les arcs menés d'un point quelconque 

perpendiculairement aux premiers. Lorsque les axes primitifs 

oc u 
sont- obliques, la signification géométrique des rapports -, - 




Fig. Ut. 



296 LIVRE IV. — CHAP. VI. 

ne peut plus s'énoncer d'une manière aussi simple , mais ces 
rapports déterminent toujours sans ambiguïté la position d'un 
point de la sphère. Une équation f(£. r\) = o représente une 
courbe tracée sur la surface de la sphère. 
L'équation du premier degré 

Aé + Bti + C = o 
devient 

kx + By + C« = o. 

lorsqu'on remplace les coordonnées Ç, 7), par les coordonnées 

rectilignes -, -; cette dernière équation représente un plan 

passant par l'origine ; donc la première représente sur la sphère 
un grand cercle. 

En général, une équation algébrique et entière du degré m 
devient, par cette substitution, une équation algébrique entière 
et homogène du degré m ; elle représente par conséquent un 
cône du degré m. Or, si Ton change la direction des axes 
ox 9 oy, oz sans changer l'origine, l'équation homogène se 
transforme en une autre équation homogène de même degré 
en a/, j/', *', de sorte qu'en divisant par z' m , on aura encore une 
équation du degré m en $', r\ f . Une transformation de coordonnées 
n'altère donc pas le degré d'une équation algébrique entière, 
ce qui amène naturellement à la classification des courbes sphé- 
riques algébriques d'après le degré des équations. 

Au moyen de ces coordonnées , on peut étudier les courbes 
sphériques de la même manière que l'on a étudié les lignes 
planes au moyen des coordonnées rectilignes. 



fin. 



Paris.— Imprimé par E. Tbtjnot fn C%roe Racine t ?6. 
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